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《现代数学基础丛书》序 

对于数学研究与培养青年数学人才而言，书籍与期刊起着特殊重要的作 
用.许多成就卓越的数学家在青年时代都曾钻研或参考过一些优秀书籍，从中 
汲取营养，获得教益. 

20世纪70年代后期，我国的数学研究与数学书刊的出版由于文化大革命 
的浩劫己经破坏与中断了十余年，而在这期间国际上数学研究却在迅猛地发展 
着.1978年以后，我国青年学子重新获得了学习、钻研与深造的机会.当时他 
们的参考书籍大多还是50年代甚至更早期的著述.据此，科学出版社陆续推出 
了多套数学丛书，其中《纯粹数学与应用数学专著》丛书与《现代数学基础丛 
书》更为突出，前者出版约40卷，后者则逾80卷.它们质量甚髙，影响颇大, 
对我国数学研究、交流与人才培养发挥了显著效用. 

《现代数学基础丛书》的宗旨是面向大学数学专业的高年级学生、研究生 
以及青年学者，针对一些重要的数学领域与研究方向，作较系统的 介绍. 既注 
意该领域的基础知识，又反映其新发展，力求深入浅出，简明扼要，注重创新. 

近年来，数学在各门科学、高新技术、经济、管理等方面取得了更加广泛 
与深入的应用，还形成了一些交叉学科.我们希望这套丛书的内容由基础数学 
拓展到应用数学、计算数学以及数学交叉学科的各个领域. 

这套丛书得到了许多数学家长期的大力支持，编辑人员也为其付出了艰辛 
的劳动.它获得了广大读者的喜爱.我们诚挚地希望大家更加关心与支持它的 
发展，使它越办越好，为我国数学研究与教育水平的进一步提高作出贡献. 

杨乐 
2003 年 8 月 
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发展方程 (evolution equation ) 是包含时间变数的许多重要的数学物理偏微 
分方程的统称，又称演化方程或进化方程.在物理、力学或其他自然科学中，这 
类方程用来描述随时间而变化的状态或过程.诸如热传导方程、声波与弹性波 
方程、反应扩散与对流扩散方裎、流体与气体力学方程组、 SchrSdinger 方程、 
KdV 方程等以及由这些方程通过适当方式耦合而得到的耦合方程组，皆属于发 
展方程的范畴. 

在科学与技术的发展中提出了种种发展方程的求解问題，然而在绝大多数 
情形，这些问题的解不能用解析的公式表达出来，或者表达式过于复杂，因而 
需要采用数值方法去计算它们的近似解.有限差分法是求解偏微分方程定解问 
题的传统数值方法，早在1928年 CourantFriedrichs 和 Lewy 便对偏微分方程的 
差分方法作过完整论述.第二次世界大战之后，随着快速电子计算机的诞生与 
发展，差分方法的应用及其理论得到迅猛发展 . 20世纪中、后期发展起来的有限 
元方法，为偏微分方程(包括发展方程在内)的近似求解增添了又一强有力的工 
具，尤其对于处理不规则区域上及一般边值条件的偏微分方程定解问题，有限 
元方法具有显著的优越性.其次，数值分析家运用 Sobolev 空间及其插值逼近 
理论为有限元方法建立起了十分完美的数学理论.此外，在离散 Fourier 变换快 
速算法提出之后，历史悠久的谱方法也发展成为求解偏微方程的重要方法之一. 

近30年来，在上述基本方法的基础上，针对不同类型的发展方程问题(尤其 
是各种非线性和耦合问题)，探寻可靠的高效、高精度的数值计算方法的努力始 
终没有间断过，不断地涌现出新的数值方法，如有限体积法和广义差分法、特征 
和迎风有限元法、间断有限元法等.值得重视的还有，由我国学者冯康院士倡 
导的从几何角度出发寻求发展方程的保结构算法的研究，这是对于构造数值方 
法的依据和观念上的一个重大革新.另外，近20年来谱与拟谱方法的研究也取 
得了很大的进展.发展方程的数值求解问题在科学与工程计算中处于十分重要 
的地位，已被广泛的应用于气象预报、地震预测、油田的勘测与开发技术、机 
翼与汽轮机叶片等工业产品设计、生态与环境的动态模拟等领域.适应现代科 
学技术的突飞猛进，关于线性与非线性发展方程数值计算方法的研究必将在理 
论与应用方面得到更加迅速的发展. 



• iv _ 


前言 


本书是在全国数学研究生暑期学校 (2002 年，长春)课程“发展方程数值计算 
方法” 讲稿的基础上，经过充实、改写而成，它凝聚了作者多年来在吉林大学为 
研究生开设相关课程时所积累的资料.在本书中，我们将通过几类重要并具代 
表性的发展方程，介绍求发展方程数值解的原理和计算方法，以及相关的理论 
问题.这里，包括将发展方程定解问题离散化的途径、方法，计算格式的设计和 
求解算法，以及关于数值方法的理论分析(稳定性、收敛性和误差估计等).本书 
基本覆盖了发展方程数值计算方法的主要内容，既保留了那些行之有效的传统 
方法和经典理论结果(如求解波动和一阶双曲方程问题的差分方法、关于差分格 
式收敛性与稳定性的理论)，更注重于介绍近几十年来兴起的新方法(有限元法、 
有限体积和广义差分法、保结构计算方法等)和传统方法的新发展(基于正交多 
项式逼近的谱与拟谱方法、人工边界上无反射近似边值条件的构造方法等).此 
外，书中列举了若干实际问題(多属非线性和耦合问题)，以帮助读者了解数值 
方法是怎样应用的以及其广阔应用前景.本书力求反映近几十年来发展方程数 
值方法的研究与应用方面取得的新进展、新成果.然而，由于此领域涉及的范围 
广，受到篇幅的限制，不得不在内容方面有所取舍，会有某些方面的题材没有 
介绍到.作者的初衷是编写一本基本反映发展方程数值计算方法全貌的简练教 
材，供计算数学与应用数学专业研究生使用，同时希望本书也能够成为有关科 
技工作者，特别是从事科学与工程计算人员所喜爱的参考书之一. 

本书吸取了国内外同行的科研成果和他们著作中的部分内容，在此向他们 
表示敬意和感谢.这本书的初稿曾在第八届全国数学研究生暑期学校讲授过, 
大部分内容亦在吉林大学的研究生课程中多次讲授过，这里向对书稿提供宝贵 
修改意见的同事和学员们表示衷心的感谢.此外，也向为本书的排版、校对付出 
了辛勤劳动的宮成春、尹窗、张凯、徐英祥等同学表示感谢. 

由于作者的水平、经验有限，本书会有许多不足乃至错误，恳请读者批评、 
指正 ■ 


作者 

2003年8月于吉林大学 





录 


第 一* 抛物问題的有限元方法 . 1 

§1.1 二阶线性抛物方程的初边值问题 . 1 

§1.2 Galerkin 有限元法(半离散近似) . 3 

§1.3 收敛性分析与误差估计 . 6 

§1.4 基于一般楠圆逼近的方法 . 13 

第二章抛物方程的全离散计算格式 . 21 

§2.1 简单全离散格式 . 21 

§2.2 高阶精度单步格式 . 25 

§2.3 质量集中方法 . 36 

§2.4 —个半线性抛物 问题： 核反应堆的数学模型 . 44 

第三章对流-扩散问題的数值解法 . 49 

§3.1 对流占优扩散 H 題的背景 . 49 

§3.2 有限体积法和广义差分法 . 50 

§3.3 特征有限元法 . 60 

§3.4 一类抛物-椭圆耦合方 程组： 多孔介质中两相可混溶驱动问题 . 64 

第四章二阶波动方程和一阶双曲方程组的数值解法 . 68 

§4.1 声波与弹性波方程(组) . 68 

§4.2 二阶波动方程的数值解法 . 70 

§4.3 一阶双曲方程的绎典差分格式 . 80 

§4.4 间断有限元法 . 84 

第五章谱与拟谱方法 . 92 

§5.1 投影与插值算子的逼近性质 . 92 

§5.2 谱与拟谱方法 . 101 

§5.3 对一阶偏微问通的应用 . 106 

§5.4 离散 Fourier 变换的快速算法 . 111 




























目录 


第六章一些非线性发展方程的保结构算法 . 117 

§6.1 哈密顿系统、辛结构 . 117 

§6.2 非线性 Schrodinger 方程的一个保结构的有限元近似 . 120 

§6.3 Sine-Gordon 方程的多辛算法 . 124 

§6.4 Kortewcg de Vries 方程孤立波解的数值模拟方法 . 130 

第七章非线性离散模型的稳定性和收敛性理论 . 134 

§7.1 线性模型的 Lax 定理 . 134 

§7.2 广义稳定性和收敛性条件 . 137 

§7.3 应用例题 . 140 

参考文献 . 144 













第一章抛物问题的有限元方法 

二阶抛物方程用于描写热的传播、溶质在液体中的弥散、多孔介质中渗流等随 
时间发展（演化）的现象和过程，是一类基本的发展型偏微分方程.求解抛物方程 
的初边值问题在科学与工程中有着广泛的应用.有限差分法可用于并曾经是近似求 
解抛物问题的数值方法，但在空间区域几何形式或者边值条件比较复杂的情形，该 
方法显得很笨重并且难于提高方法的精确度.由于抛物方程的初边值问题与椭圆 
方程的边值问题之间的密切关系，在近代有限元法诞生并成功的用于求解楠圆方 
程的边值问题之后，不久便被推广.应用于求解抛物方程的初边值问题，并建立起 
完善的数学理论.本章主要介绍求解二阶线性抛物方程初边值问题的有限元方法. 
§1.1 介绍抛物问题的有关理论知识. §1.2 介绍解初边值问题的 Galerkin 有限元法. 
§1.3 介绍抛物问题有限元分析的基本方法和理论结果. §1.4 介绍基于一般椭圆遥近 
的有限元方法. 

§1.1 二阶线性抛物方程的初边值问题 

设 Q 是 d 维欧 氏空间 中的一个有界区域，其边界记为 r . 考虑如下二阶线 
性抛物方程 

+Au = f { x , t ) , i , 0 < t < T , (1.1) 

ot 

其中 A 是由下式给出的一个微分算子 

(叫 ( O + c ㈣ ’ 
a^{x) = aji(x) , c(x) > 0 . 

如果下述条件成立，即 

d d d 

^ « 为某一正常数’ 

i=l j=l t=l 

对一切 : r e fl 和 f e R d ， 

則称 4 为一致强椭圆微分算子,此时 (1.1) 属于抛物型方程.其次,给定如下 Dirichlet 
型边值条件（齐次） 

« = 当； cer ，0< ts；r (1.2) 


和初值条件 


u(a: ， 0) = u 0 (ar) , a: G f2. 


( 1 . 3 ) 
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第一章抛物问题的有限元方法 


寻求一个函数 : xeTi, te [ o , r ] 同时满足方程 ( l . i ) 和条件 （ 1 . 2 ) 、 （ 1 . 3 ) 的 


定解问题称为抛物方程 （1.1) 的一个初边值问题.除了形如 （1.2) 的边值条件外, 
还有形如 


d d 

t J=1 


du 

dXi 




或者 




/3>0 


的第二类和第三类边值条件，其中 n = (m ,n 2 , ,n d ) 代表 r 上的单位外法向 
量. 


下面，引入一些函数空间和记号. 

H - L 2 ( n ) 是由定义在0上的所有平方可积 



|«(a:)| 2 da: < +00 


的实值可测函数 《 构成的空间. 对于 u t v 6 H, 定义内积 


( U , W ) 


tt(x)®{a ： )da;, 


而 IMI = 则表示《在只中的范数.另外，定义空间 

H k = {v: D a veH, |a|<fe}, 

其中 = 代表函数 v ⑷的《阶广义导数， | a | = ai + a 2 

+ - + ad . H k 中的内积与范数分别为 


(v,w) k = ^ (D a v, D a w) , IMU = («.«)!■ 
H<fe 


在广义函数论中，称是指 数为* 的 Sobolev 空间. 

另外，用记号 C{0,T-,X) 表示映射族 {«(<) : (0,T)-^X}, 其中任一哗）关于 
te(0,T) 按空间叉的度量是连续的.类似的记号还有 L 2 (0,T;X) , L-°(0,T,X) 
等，无需再解释. 

关于初边值问题(1.1)~(1.3)的解的存在性和正则性，有如下结果(参看 [4]) : 
定理 1.1 假定 


«° S H^ +1 , f€L 2 {0,T;H a ) , 0 0为整数, 

则初边值问超(1.1}~(1.3)存在惟一的解 u(x,t ), 满足 

«€ L 2 (0,T;ff» +3 ), ut€ L\0,T-,H a ) 




§1-2 Galerkin 有限元法（半离散近似) 
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和估计式 


£ E \\D a <；r)\\ 2 H . dr<C Q (m + £ "/(■ ， ) 临 . 


d " r ). 


考虑相应的齐次 问题: 


瓦+ 如 = 0, 
u = 0 f 


u ( x , fi ) = u 0 ( x ). 


a : € T s < t < - f - oo 5 
xeT , 


(1.4) 


显然，此问题的解仅仅依赖于在 * = « 时刻指定的初值 V ,记为 u ( t ) = E ( t , s ) u g , 
* £ [ s , + oo ) ,称 E ( t , s ) 为问题 (1.4) 的基本解算子，它具有 性质： 

E{b,s) = I, 单位算子， 

E{t, r) - E(t,s) = B(t,a) , 当 Ofsfr 幺龙. 

借助算子丑 ( ts ), 由叠加原理可将非齐次问题 （1.1) 〜 (1.3) 的解表示为 （ Duhamel 公 

式)： t 

u (0 = E{t, 0) u ° + / E(t, r )/( r ) dr . (1.5) 

Jq 

关于算子 E ( i , s ) 可证明下列 估计： 对于任意 k ,1 >Q ,蚊 

||^, s ) t >|| fc < C ( i -«)-5||« t | ) 当 0 fs < f <+ oc 时， 

(基)邱 ，咖 S 印 - 5 ) -t |l v ll) 当 Q< S <t < +oo 时， 


由此可看出 ■ 当/ = 0时，问题 （1.1 卜(1.3> 的解 M ( M ) 当 * 4+00时是衰减的. 


§1.2 Galerkin 有限元法（半离散近似） 

本节讨论抛物方程初边值问题 （1.1) 〜 (1.3) 的 Galerkin 有限元近似（空间变量 
的离散化).首先，借助虚功原理将问题改写成变分形式. 

记构 = {w e H 1 : v = 0当 a ： e r }. 设/ e c(o,T；ff), 用函数 u ㈤ e 珣与方 
程 （ li ) 的两端作内积，有 


+ (Au,v) = (f,v). 



利用 Green 公式， 


第一章抛物问题的有限元方法 


一)= 乂 (自 E ㈤ 盖 + -)& 

- l ( tP ijni ^) vdx ' 

因 V = 0当 a： e r， 故上式右端第二项为零.引进双线性泛函 


a(u^v) 


那么可得如下 方程: 


du dv 

Sh aij ^^i + t 


+ a(u,v) = {f,v), V v G Hi ， 


[ u (.，0) = u 0 (.)， 

我们称方程 (1-7) 为问题 （1.1 卜 (1.3) 的变分(弱）形式. 显然， 初边值问题 （1.1 卜 (1.3) 
的解 u 必定满足 （1.7), 而问题 (1.7) 的解 U (0 GO,? 1 ] ->琍则称为原问题 （1.1 卜 (1.3) 
的弱解，它被视作一个从7= [o,r] 到空间祀的映射. 

由假设 ■ atj = dji 和定义式 (1-6), 对任意 u,v € H 1 , a(u,v) = a(v,u) ， 即 
«(•,•) 是对称的双线性泛函.另外，根据关于算子4是一致强椭圆微分算子的假 
设，可知存在常数1>0,使得 






即<!(•，.）在空间丑纟上是正定的.从 «{•,•) 的定义还可看出，当 aij (x),c(x)€ c(n) 
时，便有 

|a(w,u)| < MHullillwll! , V u,v G H 1 , (1.9) 

其中 Af 为某一正常数. 

有限元近似的第一步，是将求解空间区域 n 剖 
分成有限个互不重叠的子区域（称为元索或单元） 
的集合.例如，图 1.1 所示是一个二维区域的由 
三角形单元构成的剖分.用 a 表示剖分中单元的最 
\7^7\7 m 3A/ 大直径，记相应的剖分为九， U/ mO <九<如}代 
\\x\7\/3P^ 表一个剖分族，当减小时，剖分就愈来愈细.以 

MiO 和 <^{K) 分别表示中单元 X的外接圆和内 
图 1.1 切圆的直径.如果存在不依赖于/»的常数 C， 使得 

P {K)/<r[K]<C, 




§1.2 Galerkin 有限元法（半离散近似 ) 


则称剖分族 { J h ,0 < A <知}是 正则的 ( regular ). 

有限元近似的第二步，是构造丑纟的一族有限维子空间 队 ，0 < k < h 0 }, 要求 
它具有如下逼近 性质： 对于某一整数 r 2 2,有 

inf { ||v - w h || + A||u - « fc |]i } < Cfe a || v || 4 , 1 < a < r , 

( 1 . 10 ) 

对任意 v & H e n H ^. 


通常， S h 是通过在剖分 A 上作分片多项式插值的方法去构造的.由 Sobolev 空 
间插值理论（参见 [1 U 3.1) 可知，当剖分族 {^,0 < h < h 0 } 为正则时， 由九上 
所有属于 C(n) ftfj, 次数 s r - I 的分片多项式组成的子 空间九 满足条件 (1.10). 

在取定有限元空间& C H 。 1 后，初边值问题 （1.1) 〜 (1.3) 的有限元近似定义 
为，求映射叫⑷ ：7 = [ o ， r ]-> A , 它满足 


， w a) + 叫 ). 


(f,vh ), v Wfc e Sh, 


( l . ll ) 


其中 4 e A 是函数 J ⑷的某个近似.这里，我们看到问题 (1.11) 是变分问题 
(1-7) 的一种近似， 

设是空间 A 的一个基底.则近似问题 (1-11) 又可以表述为《求函 
数表达式 

Nh 

Uh ( x , t ) = ^ 2 aj ( t )< f > j ( x ) 
i — 1 

即确定其中系数使得 


+ = (/， 冷 i ) ， 

J —1 j=l 

i = l ，2，.. - , N h , 

£» ; -(0) — Tj , j = 1,2, ■■- , N h , 


( 1 , 12 ) 


其中匀 = 穿， & 为 4 (a: ) = T, r ^) 的系数.可以看出， （ i . i 2 ) 是以 

为未知函数的一个一阶常微分方程组.由于这里时间变量 t 仍然是一个连续变量， 
所以说 (1.12) 是问题 (1.7) 的一个半离散近似， 




引进矩阵 记号: 


第一章抛物问题的有限元方法 


A / = ( wiij ) jV h xJVfci m ij = (么， A ) ， 

^ = {f>ij)N h xN h , bij - 

«(0 = (ai(*) ， a 2 ⑷， … ,Qjv fc («)) T , 
F = (/ii/ar- ■ ./jv h ) T , fi = 
r = (ri,r 2 , ■■- ,rjvJ T , 


其中 M 是一个 Gram 矩阵，称为“质量矩阵”，它是非奇异的，故 A /- 1 存在.利 
用上述记号，半离散问题 （1.12) 又可以写成 


d (0 + M ^ Bait ) = M~ l F , 0 < t < T , 
ar (0) = r . 


(1.13) 


由常微理论可知，初值问题 （1.13) 对于任意 F 和 r 存在惟一的解 a ( t ), 从而近似 
问题 （1.11) 存在惟一解 Uh ( x , t ). 

.最后补充一点，即当初边值问题中的边值条件不是 Dirichlet 型条件时，那么 
需要适当的修改变分陈述.例如，在边值条件属于第三类条件， 

(S + 恥） r =0 ! d (1-14) 

du du 

j=l y >=i 

的情形，变分陈述 （1.7) 中的 a (-,-} 应当修改为 



(1.15) 


并且尚需将其中的空间用改换为 if 1 . 

注 （1.1 4 ) 中的 ii = ( 内，内,…，〜）称为 r 上的单位拟法向量 ■ 


§1.3 收敛性分析与误差估计 

本节介绍抛物问题有限元法的理论分析方法，将通过能量估计法证明有限元 
法的收敛性和近似解的误差估计式. 
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首先， 介 绍与抛物问题(11)-(1.3)相关的 伴随椭 圆边值问题.考虑如下边值 
问题< 

-H E 士 c ⑷ w = i 

i = ij = i aa：i \ ax ^y ( i . i 6) 

w = o ， x € r . 

当 / 不依赖于 i , 则 (1-16) 的解 w { x ) 可视作初边值问题 （1.1) 〜 ( I . 3 )的定常解，也 
就是说，如果（1.1)~(1.3)的解 u (: M ) 在 t —+ oa 时存在极限，那么 

^ lim u { x ^ t ) w ;( a :). 

一般地，称 （1.16) 为抛物问题 ( Ll )~(1.3) 的伴随椭圆问题. 

利用 51 . 2 中的有限元空间 c 可以定义边值问题 (1.16) 的一个有限元 

近似： 求 w h G S h , 使得 

a(^h,t ； h) - (/,«h) , V e S h: (1.17) 

其中 《(•，.） 是 §1.2 中所定义的双线性泛函.因 <■,.) 是正定的，由 La ^ Milgram 定 
理（见 [3]) 可知，有限元方程 （1.17) 存在惟一的解叫 S 私. 

引理 1.1 假定空间具有逼近性质 （1.10), 边值问超 (1.16) 的解 w e 
相，则由 (1.17) 所定义的近似解叫是收敛的，并满足 

| ju )/, - ii ; j | + - uj||i < Cfe s | t «; j |„ 1<s<t . (1.18) 

证明 显然， （1.16) 的解 w 满足 

a («!, t ) h ) — (/,« a ) , V Vh e Sh , 

由此式与 (1.17) 相减可得 

a(w - w h , v h ) = 0 , N v k € S h - (1.19) 

于是，利用 «( v ) 所满足的假定条件 （1.8) 和 （1.9)( 见 §1.2) ，有： 对任意叫€屯 

- «j|ti < a—h _ — 奶 )= a(ii^ - w,v k -tu) 

< M \\ w h - - Hli - 

消去上式两端公共因子并由丸的逼近性质 (1.10), 便知 

lkh-w||i<— inf ||uh - mi||i < C , ft s_1 ||tu|| s . (1.20) 

*7 叫 € Sfc 




第一章抛物问题的有限元方法 


为进一步估计 Ikh - u > ll , 令 * = 为下述辅助问题的解 

I -自自去卜竞卜… ㈤ ，…， 

屯= 0， x € V . 


( 1 . 21 ) 


已知，对任意於 e L 2 ( n ), 问题 (1.21) 存在惟一的解屯 ⑷ e H 2 ⑼ 并有估计： 

(|^|| 2 < C\m (椭圆方程的正则性）. （1.22) 

由 (1.19), 可知，对任意叫 e s h , 

(wh — to , 诊 )= {wh — « j , A^f) = a(wh — w, 

— a(w h - v h ) < M\\w h - w||i||^ - Vhlh ， 

从而，由 （1.20) 和 < S h 的逼近性质，得到 

(w h - w, 4>) < CA a-1 ||w;||, inf II® - «a(|j 

Vf,€Sh 

< ch ^ un ^< ch >\\ wU 4 >i 


由此推出 


"―丨卜。二)<剛” 


至此定理证毕.上面关于叫 - li ； 的 i 3 范数的估计方法就是著名的“尼采 ( Nitsche ) 
技巧 

弓 | 理 1.2 (GronwaJI 不 等式） 设 y ( t ) 于 [0, 了） 上连续并满足 


y { t ) <yo + j A ( r ) y ( r ) rfr , 


其中 MW 之0且 A ( t ) e iUo , r ), 则 

y (0 < Vo exp (/ A ( r ) dr ). 

JQ 

证明 令 Y ( t ) = T A ( r ) y ( T ) dT . 由 （1.2 S )， 有 


(1.23) 


(1.24) 


y ; («) < 入⑷卯+姻冲)， 


此式两端乘以 


6X15 ( ■/ A ( r ) dr ) 后得到 

y ( i)exp J A ( T ) dr ) < A“)^j exp (- / A ( r ) dr ^ 


: — y 。exp (-/ A ( r ) rfr ^ 
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由上式积分并注意到 y ⑼= 0,进而有 


(I! 


Y ( t ) < yo exp ( / A ( r)dr I - yo , 


将它代入 (1.23) 即得估计式 (1.24). 

现在开始讨论抛物问题 Galerkin 有限元法（半离散近似）的一些理论性质.首 
先，对于半离散非齐次方程 （1.11) 证明其解所满足的一个先验估计式. 

定理 1.2 半离散方程 （1.11) 的解 u h ⑴，0 £ < s r 满足 

IK (0 ll +7 f l | u h ( r)||iciT < ||«/,(0)|| + f ||/( r )|| rfr . (1.25) 

JO Jo 

证明 在方程 （1.11) 中取= Ufc ， 可得 

IW 01 I 盖 11叫(011 + ⑷ ）S ll u h ( OIIII /(*) ll . 

注意到 a ( u h , u k )> 7|| UA ( i )||? > -711^^11,11^(*)11, 消去上式两端的公共因子，即得 

再对 t 积分上式，即证定理的估计式. 

估计式 (1.25) 表明了半离散问题 (1.11) 的适定性.特别地，对于齐次抛物方程 
(/ 二0情形)，由定理 1.2 可知： ||« A ( i )|| < IK ⑼ II, Vi > 0,即半离散齐次方程的解 
在 i 2 ( fi ) 范数意义下是稳定的. 

关于非齐次半离散问题 (1.11) 的解的误差估计，有如下基本结果. 

定理 1.3 假定空间 { S h ,0 < h < ho } 具有逼近性质 (1.10), 并且近似初值 

<满足 

(1.26) 

則半离散问题 (1-11) 的解 u h ( t ) 满足 

IMt ) - «(*)|| < Ch r {]\ u a \\r + ^ \\ Mr )\\ rdr }. (1.27) 

(这里，为使估计式有意义，需要假设真解具有一定的正則性，如保证右端的积分 
项是有界的 .） 

证明 作为比较，引进真解的椭圆投影 Pm { t ) e s h , 它由下式定义 

a{P\u,v h ) = a(u,v h ), Vvt. £ S h , (1^28) 
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(.由 Lax-Milgram 足理， Pi m 是惟一确定 的). 现令叫 -u = -Pi«) + -(PiM-w) = 

知+ %其中 & h £ S h . 由引理 1.1, 


||7 J (t)t| = ||F 1 ^)-ii(i)i]<C^|Kt)!| T . 

= 07 ^ 11 x 4 。 十 y* w t (r)rfrjj r 
<^{|| U 0 |( r + f \[ Ut (r)\\rdT}. 

Jo 

再来估计注 意到， 对任意卯 e 


(1.29) 


(Oh,t,Vk) + a(B h , v h ) 

={U h ,u Vh) + a{u h ,v h ) - (PiUt,v h ) - a(riu,v h ) 

=(/, Vh) - (Fiu t ,Uh) - a(u ， 叫） 

= Wi . Uj .) - ( PlUuVh )^ 

可见，知⑷满足方程 

(flfM ， 叫 ） + a{^h-,Vh) = -(fh,Vh), VG S h - (1.30) 

在 (1.30) 中取得叫 = &，得到 

glll^ll 2 + ♦，〜)=-(%,^)<lkt||- II 叫 I. 

因 adM >0, 故有 

J ：||^( r)[i < Mr )||. 

将上式从 0 到 t 积分，可得 

iiwk <ii^co)ii+ r n^Miidr. (1.31) 

JO 

根据引理 1.1 和假设 （1.2 6 )， 有 

( l ^(0)[| = lK - Pi «°! l <| K - u D || + || u Q - Piti 0 )! < 


It^Wll = !|Pi^(r) - W t (r)|| < c^||«t(r)| 卜， 

将它们代入 （1,31), 又得 

|i^(t)li < C^{j|«°i| r + f |k(r)M 外 （ 1.32) 
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最后， 定理的估计式 (1.25) 可由 （1.29) 和 (1.32) 通过三角不等式导出. 

定理 I . 4 [ H 1 - 估计）当&具有逼近性质 (1.10) 并且近似初值 < 满足 

IIHl W 1 « 0 || r (1-33) 


时，由 （1.11) 所定义的近似解叫⑷满足 


!!«/.(«) ~ u(t)||i < Ch r _ l 


|ll« O ||r + N0l|r + 



|| Ut ( T )|| r - lrf - 



(134) 


证明 仍令 u h ( t ) = 九 (*) + ⑷.由引理1.1，有 

Ut)\U - - wWlli < Cft r - 1 |i«(i)|| r . 

其次，在方程 (1.30) 中取 v A = ^, t ， 可得- 

IK*il 2 + &♦，〜) = ~{vu6K,t)< llM 2 + \\\nt\? 

或者 

对*积分后，得到 

a(M 0 ),ei.( 0 )) + f lk(T)|| 2 dT. 

于是 s 有 

711^(011? < a(0^),Mi))< 綱知⑼ II? + f Wnt^fdT. 

另外，有估计 

ll^(0)|| t < IK-«°||i + ||u°- Piu°||i < 

IWt( r )ll = ||FlUt(7-) -tt t (7-)|| < CA^MlwiMII,-!. 

综合以上估计 1 即可证定理估计式 (1.34). 

下面，为了说明由 Galeridn 有限元法所得半离散模型与原连续模型的相似和 
逼近性质，我们特地对齐次抛物方程的逼近问题作进一步的讨论. 

考虑齐次抛物问题 | 

u t + An = 0， x € Q , 0 < i < + oo , 

\ u = 0, a: € 


tt(x, 0) — ti°, X 


(1.35) 
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其中算子 4 和相应的双线性泛函见 §1.2. 此问题的 Galerkin 近似（半离散模型） 为: 


+ a(u/,,t)h) = 0, Vw h €S h , t> 0. 

Ufc (0) = ul ， 


(1.36) 


与连续模型 (1-3 S ) 类似，问题 (1.36) 的解 u h ( t ) 仅仅依赖于 * = 0时刻指定的初值 
w 兄，记为 u fc ( t ) = ^(*,0)«^(0),并记 Uh { t ) = Eh ( t , 8 ) u h ( s ), 对于 Ofsff < + oo , 
称 {£/,(*, a ) ：0< s<i < + oo } 为半离散抛物问题 (1.11) 的解算子，利用它可将该 
问题的解表示为 ^ 

+ J E h ( t , s ) P 0 f ( s ) d 8 , (1.37) 

其中 ft 是从 L 2 ( il ) 到其子空间^上的投影算子. (1.37) 可视为 §1.1 节中 Duhamel 
公式的离散形式.由定理 1.2 推知 


< IKII, V^e 5h,0 <s<t. (1.38) 

从上面看到， E^s) 与连续型算子(见 §1.1) 具有许多相似的性质.另外， 
不难看出，齐次问题 （1.3 5 ) 的 Galerkin 近似（1.36)，实际上就是用 E h (t,s) 作为解 
算子的离散近似，不妨设< = P 0 u °, 那么 u h (t) = E h {LQ)P 0 u°. 引进误差 
算子 


= E h (t } s)P a - E(t,s), 

则有误差表达式 e(t) = «h(t) - «(*) = Ffc(t,0)u D . 已知， ||£?(«,a)||, [[£ h (« } s)|| < 1, 
故知 F h (t,s) 为一致有界 算子： 对任意 w e p ⑼， 


11^(*, s)w|| < |)v||, 0 < « < t < + 00 . 

进一步的分析，可以证明（见⑺或 [2]): 当{&，0 < h <心}具有性质 （1.10) 时, 
如下估计式成立^ 


||F h (<,s)w|| <Ch T {t-a)~^\\v\\, Q<s <t< +oo. (1.39) 

由估计式 (1.39), 我们可以得到关于齐次抛物问题 (1.35) 半离散近似解的一个 
误差估计. 

定理 1.5 假设 J e L^il),u° h = P 0 «°, 并且 {S fc ,0 < ft < fe 0 } 具有性质 
(1.10)， 则由 (1.36) 所定义的半离散近似解 u h (t) = ^(t,0)P(,u 0 满足 

||iih(f) - w(t)|| < Cft 7 't~'i||u 0 ||, 0 < t < +oc. (1.40) 
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在此定理中，关于初值仅仅要求# e L 2 ( fl ), 被称作非光滑初值，所得估计式 
(1.40) 的右端出现负幂 t - 5因子.尽管如此，定理表明对于* > 0,半离散问题 (1.36) 
的解仍然具有最佳阶的收敛速度. 

我们看到，上面给出的误差估计式 (1-40) 的右端仅出现问题 (1.35) 的初值， 
没有用到真解及其导数去表示误差界限.对于具有光滑初值的齐次抛物问题，同样 
地可建立明显依赖于初值的误差估计式. 

定理 1.6 悛定 U ° e H r ( n ) 并满足协调条件， 

(«°)j e ir -〜 n ) n 却 ⑼， j - o , i ,-■ •, , 

其中 ( u % = - AivP )^, j = 1,2,-.. , K)o = u 0 , 并设 { S h ,0 < h < h 0 } 具有性质 
(1.10)， 則 (1.36) 的解 u h ( t ) 满足， 

Il«fc(t) - u ( t )|| < c , fe r || u °|| r , 0 < t < +00, (1.41) 


(证明见 [6]). 

最后，对半离散问题 (1.11) 中初值4的选法作一点说明.< e 九有以下选 
取方法《 

P .取 < 为/在子空间乳上的 L 2 投影，即令< =它由下式惟一确 
定 

{Pou°,Vh) = (u°,v h ), Vvf , e S fl . (1.42) 

2 a .当丸是由剖分 A 上的分片插值多项式组成时，那么 < 可取为沪 ㈤ 在 
S h 中的插值函数，记作 P r u ° e S k . 

3 1 *.取 < 为 /在汍 中的椭圆投影，即令< = P . u 0 , 它由下式惟一确定 

a(Piu°,v h ) = a(u°,v h ), Wv h e (1.43) 

由上面所述方法选取的近似初值 4 皆满足定理 1.3 和定理 1.4 的要求，即 

lid* W _ > 0 IU « = o,i. 

§1.4 基于一般椭圆逼近的方法 

前两节讨论的 Galerkin 有限元法，要求有限元近似空间 C 构⑴),即凡中 
的函数必需满足边值 条件： 在 r = an 上恒等于零.当 n 为带曲边界的区域时， 
构造满足上述要求的空间是比较难的.为了克服这一困难，人们提出了种种修 
正的 Galerkin 有限元，如拉氏乘子法 I 8 ]、插值边界条件法⑼和 Nitsche 方法 M 
等.这些方法的共同特点是仅仅要求近似 空间办 c h 1 ( H ), 解除了在 r 上恒为零 
的限制.本节介绍如何将这些方法应用到抛物问题. 
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本节考虑如下含低阶微商项的二阶线性抛物方程的初边值 问题: 
f + Au = f ( x , t), x e n t o 


U = Oy 


x€V = 9fi,0 < t < t *. 


u(x, 0 )= 虹 。⑷， ac € SI, 


(1-44) 


M 三 点(阳 ( T ) 農 ) + c ( x ) u , (1.45) 


aij(x) = aji{x), c(x) > 0. 

引进与算子 d 相应的双线性泛函 

a af n 民§叫££ 一) 办+_/ 


:•血 


(1.46) 


这里，由于低阶微商项芝的出现，算子4和双线性泛函 <,•) 不再具有 

自伴（对称)性质，不过我们仍然假定算子 A 为一致强椭圆微分算子，即存在常数 
7>0,使得 

a(w,u) > 7|(«111； V« € Ho ( Cl ). (1.47) 

这样一来，上述一般抛物方程的初边值问题 (1.44) 的变分形式同样地可写成 


(«t,w) +a(u,t)) = (/,u), Vrei^(n), 

v,(Xj 0) ^ t *。 (: c ). 

对任给 / € L 2 ( U ), 定义 77 e H»(n) 为下述椭圆变分问题 的解: 
o(w, v) = Vue 

利用算子 r: i 2 (n)— 相(卬，可将抛物方程 (1.44) 改写成 

Tut + u = Tf , «(0) = u °. 


(1.48) 


(1.49) 


(1.50) 


假定已经选定求解椭圆问题 (1-49) 的一个有限元法，也就 是说： 给定了一族有 
限维函数空间 {Sfe, 0 < k < f ^}, 和一族算子{7\，0 < fc <知}，其中凡： L 2 ( il ) S h 
为算子 r 的近似算子.由此，我们可以定义抛物问题 (1.44) 的一个半离散近似< 
求映射 叫 (《) ：/=[0,oo )-^5 h 使得 


T h u h ,t + u h = Thf, « fc (0) = ul, 


(1.51) 




§1.4 基于一般椭圆逼近的方法 
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其中< G S A 是沪的某一近似.为了确保 (1.51) 的解 u h { t ) 具有满意的收敛性质, 

自然要对 { T fcl O < ft < h 0 } 附加一定的条件.同时，我们还希望“假设条件，尽量 
的少，以便将常见的那些方法能够包括在内. 

以下，我们假定 { T h ,Q < h < h a } 满足下列 条件： 

( ia ) ( f , T h f )>0 , 对任意 / S L 2 ⑼，井丑 ( v h , T h v h ) > 0,对所有0 # 外 e 

( ib ) \{ T h f , g ) - (/, T hff )l < C ( f , T h f ) HT h g \\, 对任意 e i 2 ( fi ); 

( ii ) 存在正整数使得 

2< a <r. 

首先，我们就几个较为重要的例子来检验上述假定条件 > 以说明这个理论分析 
框架的适用性. 

例 1.1 Galerkin 有限元法. 这里礼 C 琍⑼,相应的椭圆近似算子 T A .由 

下式定义《 

a ( T h f , v h ) = (/,Vh), ^ v h € S h ,f e L 2 ( U ). 

此时， （1.51) 等价于 §1.2 中的 GaJerkiri 有限元法，即半离散模型 

t 

(Uh.u^h) + a(uh,v h ) = (f,v h )^ Vz?/, 6 S hf 

«h{0) = 

> 

下面验证一下条件 （ ia ), ( ib > 和 （ ii ). 首先，由几的定义和 （1.8), 有 
U , T h f ) - a ( T h f , T h f ) > 7||1\/]|? > 0, 

并知：若 （/, 几/) = 0,则 7 U = 0. 其次， 若 v h G Sk 使 （叫, 叫 ） = 0,则 T h v h = 0. 
从而 

||vfc|| 2 = = a(Th.Vh, v k ) = 0, 

即有卟 = 0, 故 （ ia ) 得证.为证 （ ib ), 令叫= T h f , w h = T h g , 利用分部积分可得 
{ nf , g ) - (/, T h g ) = A ( T k g , T h f ) - A ( T h f , T h g ) 

^ L% bi{ ^ vh ~ d ^ wh)dx 
= ~ L^ h ^ wh+ ^ vhwh)dx 
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第一章抛物问题的有限元方法 


即 （ ib ) 得证.至于条件 （ ii )， 它是椭圆方程边值问题 Galerkin 有限元法的标准结 
果，已在 §1.3 中证明过（引理 1.1). 

例 1.2 拉氏乘子法.此方法是 BabnSka 在 [8] 中建议的，这里的陈述与阆 
稍有不同.设 A 和忠分别是 H 1 ⑼和 H ^ dSl ) 的子空间，具有逼近 性质： 

inf {|| tu - w h || + A || uJ - < C / i s || t [)|| a , 对于 1 < a<r 

Vh^Sh 

£ CA 3 ( an ), 对于- < a < r —- 

和逆性质 

IKIli ^ C ^ IKU , Wv h e s h 

IKIIfli ( sn ) S CTirKlIiMan ), Vv }, e 5^. 

用 <•，•> 代表 L 2 (3 n ) 中的内积. 令彡 为一充分小的正数.定义如下子空间 

Sh — {wfe e Sh ：< Vh> v 'h >- °i ^ v 'h e 乳 }- 

同时，定义椭圆近似算子几 ： L 2 ( fi ) ^ S h 

a ( Thf , Vh ) = ( f , v h ), VH e 

对于上述 { T ftt 0 < h < h 0 }, 可按例 1 的方式验明假设条件 （ ia )、（ ib ) 和 （ ii ) 成 
立.事实上， （ ia ) 的验证与例 1.1 完全相同.当验证 （ ib ) 时，沿例 1.1 的过程，由 
于乞丑以卬，在作分部积分时多出一项.为此，需要补充证明 

L bjrijVhWhds < C \\ v h \\i - ||叫||, 

其中〜是如的单位外法向量的第 j 个分量.由迹定理，幺 CIMh .其 
次，根据爲的定义以及 义和忠 的逼近性质，适当地选取< e 之，可得 

/ bj-rijVhWhde = I {bjnjV h - v'Awhda 

Jea Jea 

^ Ch ^ Vh hhm llwhl [ » Uon ) 

< CftHbjTijrfcll! - HtWhll! 


< ^IKIlilkhli- 




A 基于一般椭圆逼近的方法 


由此 （ ib ) 得证. ㈤ 的证明见 

例 1.3 Nitsche 方法. 为解除边界上的限制，此方法利用一个修正的双线 

性泛函 

= a(v,wj) -〈尝，扣〉_〈幻’盖 + 

+( 3 h _1 < v t w > 
d d 

代替+，叫其中 5/ 枷二 /5为某一取定的正常数.引进范数 

t=i j=i 

IIMII = ||Vw|| + *5 llvwll^an) + fe'^!|u|U3(j«i). 

假定子空间具有逼近性质 

inf {|]v - w /.|| + h\\\v - i > fc ||]} < Ch a \\ v \\ 8 , 2 < s < r , 

Vh^Sh 

和如下迹不等式（参看 [ li ]) 

Ib / ill /^ fafi ) < Cfe _ 5 j | uh | j , Vw fc G S h , 

"▽ u /ilk 2 (af 2 ) S c/i - 5 ||uft,||i, e s h . 

可以证明，对适当选定的常数 A 叫 (《,«>) 满足： 

| t » h ( u ,« j )| < M ||| w ||| - ||| w |||, 

ah{vh,vh) > ■> IIMtl 2 , Vv e s h . 

其中訪和 5 为正常数. 

借助私和双线性泛函叫(•，•)，楠圆近似算子 A : L 2 {H) S h 由下式定义 
^h{Thf,Vh) = 'ivh 6 Sh- 

用类似于引理 1.1 的证明可建立如下误差 估计： 

|((r h — T)/|| + fe|||(T h - r)/||[ < Ch^\\f\\^ 2 , 2 <s<r, 

即条件 （ ii ) 成立.其次，由几的定义，有 

if,T h f) = a h {T h f,T h f) > 7[||T h /||| 2 >fl, 
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第一章抛物间®的有限元方法 


其中等号仅当几/ = 0 成立.若办 e 且 ( v h , T h v h ) = 0, 则 
ll^hll 2 = = ah ( ThV h , v h ) = 0, 

故 = 0, 即 （ia) 成立.为验证 （ib) 令 v h = T h f , w h = T h g , 则有 

C^h/,9) ~ {fjThg) = ah{T h g,Thf) - ah{Thf,Thg) 


a ( w h , v h ) - a ( v h , w h ) 
' d dv h 


2 bj~^Whdx + j bjUjVhW ^ ds . 

i/Xj * or\ /. 


• /;i 




由 iihiii 的定义和迹不等式，对于上式右端第二项，有 


/ y2 b 3 n ^ whd3 

j=i 




S CllhJIHhlb c(/ ， Tfc/) 艸 Twifll. 

很明显，对于右端第一项也有这样的上方估计，所以（叫成立 • 

下面，我们讨论半离散近似方法 (151) 的收敛性和误差估计.先证如下引理 
弓I理 1.3 假定 （ia) 成立，且 


则有 


T h w t + w = g , t > 0, 


IH«)ll<IMo)|| + c||| ff (o)|| + jr i| St MHrfr|. 


{1.52) 

(1.53) 


证明 由方程 （1.52) 两端与叫作内积乘，得到 

(T h «) t ,M>t) + \j t \M\ 2 = (3 ，叫） = J t ^ w )~ (9t,w). 

因 ( T k w t , w t )> 0( 由条件 (ia)), 故有 

JtlM 7 ^ 2 • 

上式关于<积分后，得 

| 卜⑷ II 2 SIH0)|| 2 + 2|M*)||. 113(011 

+2H0)||||s(0)|| + 2 t || 5t ( s )n ( s )|| 心 

Jo 

s su pIM t )I … M o)ll + 4 叫 pIM> 〕II + 2 / Ik ⑷ || 心 }. 

r<t 9<t JQ 




51-4 基于 一般椭 圆逼近的方法 


设 |Kr)|| = S up 0 s t s *， 并对 t = r 应用上述不等式，可得 

9 <t 


注意到 


于是有 


11^(011 < l !«>(0 )il +4 & up llflWII + 2 / \\ 3 t ( S )\\ d a . 

M<t Jo 


|| 3 ⑷II = || ff (0) + fgt { 8 ) ds \\< Hs (0)|| + f || ft ( S )|| rf S , 
Jo Jo 


引 ⑼ jl + c{|b ⑼ || + 乂 ||fl e (»)IM«}, 


引理证毕. 

现设 u ⑷和 u h ( t ) 分别为连续问题 （1. S 0) 和半离散问题 (1.51) 的解•令中） 
U h ( t ) - 吨)，则 e ( t ) 满足如下方程 

T h e t + e = p{t), t>0, (1.5 - 

其中 〆 t ) = {T-T^ut -/) = -{T- T h )Au. 对切 = e 应用引理 1.3 得 

H«WII < ||e{0)H+c||WO)|j + ^ (1.5 ； 

由假定条件 （ ii ), 有 


剛 1 = j|(T-r h )A U °|| < ^||^°||,- 2 < CAHKlIr, 


11*0011 = WiT - T ^ Au^WK Ch r \\ Au t { s )\\ r ^ < C 7^| i 叫 WII ”. 

将上述估计式代入 (1.55), 最后得到 

IkWII < tKO)ll + Ch^WuX + J^ ||^{«)||^}. 

于是，我们证得如下定理. 

定理 .1.7 设算子满足条件 （ ia ) 和 （ ii ), 且初值 < 满足 

则半离散问题 (1.51) 的解 u h ( t ) 满足 

II 叫 W - «(01! < ChT ( \} uX + f ||4)1| . (1.56) 


关于齐次问题 （/ = 0的情形）如果条件 （ ia )、（ ib ) 和 （ ii ) 成立，可以证明类似 
于前节定理 1.4 和定理 1.5 的误差估计式. 
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第一章抛物问题的有限元方法 


注记， 

1. 关 于系数 依赖于时间、非自共轭二阶线性抛物方程 Galerkiri 有限元法的理论 
研究参看 [7] 或 [2] 中第4章. 

2. 关于有限元近似解的 C - 模误差估计以及齐次方程非光滑初值问题的误差估计 
参看 [2] 中第5、3章. 

3. 抛物问题的混合有限元法和时、空变量同时离散化的有限元法参看 [2] 中第9、 
13章. 




第二章拋物方程的全离散计算格式 


抛物型偏微分方程的初边值问题，经过前章介绍的有限元法近似转化为常微 
分方程组的初值问题，其中时间变数仍为连续变量，称为半离散问题.为了获得所 
期待的数值解，尚需将前章所得半离散问题 对时间 变量进一步离散化，即建立全离 
散计算格式.半离散问题的完全离散化可以通过差分逝近、指数函数的有理逼近等 
方法来完成.在本章中，将以热传导问题为例，介绍全离散计算格式的构造与相关 
的理论分析方法. 


§2.1 简单全离散格式 


考虑热传导 问题: 


u t - Au = a ： encH rf ! 0<t<T, 

i u = 0 , e X (0, T ], (2.1) 

«(a:,0) = u d (!e )，x ^ (l, 
d 

其中 △ = ^ d ” dx ] 为 Laplace 算符.在取定有限元近似空间为 C 之后， 

j = l 

(2.1) 的 Galerkin 有限元（半离散）近 似为： 求映射 叫⑷ : 7 = [0, T ] ^ 使得 


( 警，卟 )+ (Vu ft , v^,) = e s h , 

叫 ⑼ =e s h . 


( 2 . 2 ) 


本节采用差分逼近方法构造问题 [2.1) 的两个常用的全离散格式.为此，用节 
点0 = t 0 < h <…< = T 代替时间区间7 = [ o , r ], 记；„ = ( k - hk ), 称 

k n = t n - tn - x 为时间步长，目的是求初边值问题真解 u |>, 0在节点 n = 1，2,… 
处的近似值，记作 

向后 Euler-Galerkin 格式 

求 [/" e 〜 n = 0, l , ■■- 使得 

r 一 ，处 )+ (▽ 『， ▽ 叫） =( 汴 n) ， 0, 

^ Vvh G Sh , n ^ 1,2, - , (2*3) 
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第二章抛物方程的全离散计算格式 


此格式是由向后差商 ( w A ( t „) - w fe ( t n - i ))/ Ar n 近似方程 (2.2) 中的导数 du h ( t „)/ dt ' 
再将啉 ⑻）改记为⑺而导出的.不难看出，（ 2 . 3 )相对于方程 （2.2) 的局部截断误 
差为 0( fc n ). 

采用第一章 §1.2 中的矩阵记号，格式 （2.3) 可改写成 

(M + k n B ) a n = Ma n ~ l + k n F ( t n ), n = 1，2,… . (2.4) 

由此看到，当 i /"- 1 ( 即 a "" 1 ) 已知,那么通过求解具正定、对称系数矩阵 ( M + k n B ) 
的线性代数方程组 (2-4), 便可求出下一 B 寸刻的近似解 f /", 这是一个隐型格式. 

下面假定子空间汍具有第一章 §1.2 所述逼近性质 (1.10). 我们用能量估计法 
来讨论全离散格式 （2.3) 的收敛性和误差估计. 

定理 2.1 设 u 为热传导问题 (2.1) 的精确解，而 { C 7"} 是由 (2.3) 所定义的 
近似_，则有（记 fc 二 max A n ) 

n . 

I!^-U(*n)ll< IK-«°ll +^{11^11.+ 

t t (2.5) 

j || u t ( s )|| r ds | + Ck J |[ wtt («) l | d« J « > 0. 

证明 令 J 7" - u ( i „) 二 U n - P lU { t n ) + P ^ u ( t n ) - u ( t n )= 俨 + 圹， 其中 
Pj : 珣⑼4如 为“椭圆投影” 算子： ( VP lU , v « fc )- (▽〜▽办)， V 如 e 九.由 
第一章引理 1.1, 有 


lk"|| = - «(tn)|| < C7^||u(t„)|| r 

( 1 ( 2 - 6 ) 
< Ch r ||| n°|| r + J || u t ( a )|| p ds |. 

其次，不难验证 P 满足如下方程（记 d t ^ n = (0" - 6 n ~ l )/k n ) 

(豕外）+ ( V ^, ▽叫）= ~(ir,v h ), ^v h €S h , (2.7) 

其中 

ii " 二 PiBtu(t n ) - ut{t n ) 

= ( Pi - I )9 t u ( t n ) + (瓦 《( t „) — u t ( t n )) = R ^ + R ^. 

在 (2.7) 式中取办 =0 n , 注意到 V 9 n ) > 0, 可得 

或者 ii 0 n ii 2 -(俨- 1 ，) s fenii^n n 从而 

irii 2 <(ir- 1 n+Mfl"ii)-ir!i- 



§2.1 简单全离散格式 
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消去上式两端共同因子并逐步递推，可得 

+ ( 2 . 8 ) 

j=l 


因为 


= (Pi - l )^； 1 f ' = k- 1 f J (P! - i> t (s)ds, 


故有 


其次，由于 


u n pt- 


< Ch r 



C7T|| 叫 ( s )|| r d s 
|| wt ( a )|| r ds . 


^2 = fe j -1 ⑷- = -kj 1 f ( s -^-_ i ) u tf ( s ) ds , 

A-l 


因此， 


E^Nii 


rh 

I (s - tj _ i ) u tt ( a)da 

' tj-i 

<Ck f n || u tt ( a )|| d s . 

Jo 


此外，有 


ril = ll<- A« 0 ||<K-«°|| + CA r |l«°Hr. 


(2-9) 


将上述估计代入 （2.8) 并对 CT* - «{t n ) = 0" + 扩应用三角不等式，定理便可得证 ■ 

Crank-Nicolson- Galerkin 格式 

求 W 知， 打= 0，1，...，使得 


f u n - u n ~ 1 \ 




Vvfc G S h 、n= , 


( 2 . 10 ) 


I U ^= u %. 

此格式是由在 I =t n - ^k n 点用中心差商 (u,,(i„) - u h {t n ^))/k R 近似 （2.2) 中 
导数 du h {t n _ h )jdt 并用平均值 M* n ) +叫 ( U )/2 近似 Ufl (t n _i) 导出的，它的 
局部截断误差为 0{kl). 
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采用矩阵记号，此格式可改写为 


第二聿抛物方程的全离散计算格式 


(M +. 令 S) # = (Af — 令 S) a^ + k n F(t n ^ 

n = 1，2,…， 


这也是一个隐格式. 

定理 2.2 仍设 w 为热传导问题 (2.1) 的精确解和 fc = maxfcn , 则由 Crank - 

n 

Nicolson - Galerkin 格式 (2.10) 所定义的近似解《7"满足 




K -«°|| + Ch-||[ U 0 || r + 



IKWIIrdjJ 


+ Ck 2 



(f|uttt(s)(| + [|Auit(s)||)d5. 


( 2 . 11 ) 


证明 类似前面作法，令 P — u ( t n ) = { U n - P lU (U) + { PMt n )~ «(*„)) = 

B n + n n . 已知 

l | r ?"|| < < Chr |||« 0 n r + ^ tn |K{ 5 )|U S |. 

其次，容易验证 P e s h 满足如下方程 

(d t e n ,v h ) + ( 〆"+:" \vv^ = -( 及 " ，叫 )， e (2.12) 

其中 

R n = (Pj - I)dtu(t n ) + (B t u{t n ) - Ut(t n _i)) + 

Au(t n _i) - ^A(u{f n ) + u(tji-i)) ^ + i?3. 

在 (2.12) 中取叫 = 去， + 俨- 1 ),得到 

+ < l|Ji n ll(ll^ll +IF -1 11)/2 

或者 ll^ll 2 - nr- 1 !! 2 < Mi?™ll(in! + ir^ll), 消去两端共同因子和关于 n 递 
推，可得 „ 

\\n\ < Kii+Efci(iifliii + Nn + iii^n). ( 2 . 13 ) 




§2.2 高阶精度单步格式 
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由于 


llizill = !I(A- /)^«(«,)|( < chiia t «(t j )||, 
^ch^k ； 1 f 3 ^( 5 )d s || r 

Jtj-i 

< Ch r k~ l [ 1 liui ( a ) li r ds 

Jtj-l 


II 却 I 全 hi 


f ' - tj _ i ) 2 u « t ( s ) ds - i - f ($ - tj ) 2 u ttt { s)ds 
f h-i 




< Ckj f ||i/iii(5)||ds, 
Jts-i 


类似地，有 


1_ 


A 




^3 


< Ckj f || Au «( s )|| d «. 

Jtj-i 


合并以上估计，得到 


i ； fe i(ll fi ilt +W + ll^ll) < Ch r f: lh»d S + 

Ck 2 [ (|| ut £(«}|| + || Au t i *{ s ) li ) d 5. 

Jo 

此外，||沪|| S M _ /II + Cfe r ||«°||.. 将上述估计代入 (2.13), 可得|們|的估计， 
再与||扩11的估计结合，即证定理中的误差估计式. 

最后，补充说明一下，为了保证定理 2.1 和定理 2.2 中的误差估计有效，要求 
热传导问题 (2.1) 的真解 U ( x , t ) 具有一定的光滑性质，使得估计式右端为有界量. 
另外，从定理给出的估计式清楚的看出，近似解 P 与真解吨„)之间的误差可分 
为两部分，一部分是初始值近似的误差另一部分是由于空间和时间变 
量离散化所产生的. 


§2.2 高阶精度单步格式 


本节介绍通过指数函数的有理逼近来建立半离散问题的高阶椿度单步格式的 
方法. 
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第二章抛物方程的全离散计算格式 


先考虑齐次热传导 问题: 


u t — Aw = 0, ( x , <) € x (0, oo ), 

^ « = 0, ( a :, t ) € 9 Q x (0, oo ), (214) 

u = u °( x ), a ; 6 Jl , i = 0. 

设 h > 0} 为有限维空间族，并给定了逼近 J 1 = (- A )" 1 的一族算子 
{ T h , h > 0 } } 其中算子 A : L 2 ( fl ) 5,,具有以下 性质： 

( i ) T h 是自共辄的，它在 i 2 (卬上正半定并在&为 正定； 

( Li ) 对任意 / E H -( Q ), 0< s < r -2, 

||(T fc -r)/||<C-A* +2 ||/|| 8 , (2.15) 


T h 代表一般的浦圆逼近算子（见第一章 §1.4). 然后，令二 - T ~\ 并视为从 
九到乳的算子（离散 Lapkce 算子).由此，可以定义问题 (2.14) 的半离散 近似： 


求 u h ( t ) € S h ,t 2 0满足 


duh 


Ah«h = 0, 


at 

«*.( 0 ) = e s h . 


(2.16) 


此问题的解可表示为 u h { t ) - 而 ^ 称为半离散问题 (2.16) 的解算子. 

Wk r { z ) 是指数函数 〆 的一个有理分式近似 ■ 


r ( z )= e 2 + 0(\ z\^) t 当 | Z |—0, (2.17) 


其中^为某一非负整数，并且 r (2) 在负实轴上无极点.利用函数 r ( z ), 我们可以定 
义问题 (2.16) 的如下单步全离散 格式： 

{ U ^ 1 = r ( kA h ) U n , n 二0,1，…， ㈣ ) 

U ° = <, 

其中 U n , vP h 均属于 S h , k >0 为时间步长，并称 （2.18) 为 （2.16) 的 " 阶精度格式. 

作为例子，考虑 A C 用 ( n ) 和几为 Gaierkin 逼近算子. 此时， 几和分 
别 满足： 

(▽Tk/, Vv h ) = (f,v h ), Vt) h eS ftj /G L 2 (n), (2.19) 

(- = ( Vtifc , V « h ), Vuh,Vh e Sh . (2.20) 

已知 e ^ il - z )- 1 + 0(| Z | 2 ), 当 H - K ). 若取 


»- o , i ( 2 ) = {! 
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则由 (2.18) 所定义的全离散格式为向后 Euler - Galerkin 格式： 

{ U n , v h ) + fc ( W ", ▽卟卜 { V n ~\ v h ), Wv h eS h . 


( 2 . 21 ) 


其次，若取 


r Uii z ) = (! + 孓 M 1 - 豆 ) 




此时由 (2,18) 所得全离散格式为 Crank - Nicolson-Galerkin 格式： 

( r ra ， 叫）+ | 

= ( U n ~ l , v h ) - •(▽…，▽叫)， 


( 2 . 22 ) 


由于 e z = r ltl ( z ) + 0(|#), 当 ㈤ — 0,所以格式 （2.22) 比 (2.21) 的逼近精度高一 

阶 ■ tv N 

设 {^)^1 为算子-〜的特征值 ， C Sh 为相应的正规、直交特 

征函数： = Sij , i,j = 1,2,■• - , N h . 对 任意如 e 凡，有展式 ：^ 

j=i 

N h 

并且 | K || 2 = ^； | K ， Ot 2 ( Parseval 等式).由此，可得全离散格式 
(2.18) 的下述谱表 达式： 


U n = r n ( kA h ) u° b 

JV h 

=e ， (- MKor). 


(2.23) 


由表达式 （2.23) 可以看出■若 

1巧仏 f 1, (2.24) 


则有 

叫, ,2 

lim 2 sS|(«)| HKli 2 . 

J =1 

从而格式（2.〗8> 在 L \ n ) 范数意义下 J | 稳定的.为了对条件 (2.24) 作进一步的分 
析，需要对算子的特征值{-^}^ > °)加以估计.假定在〜中如下 
逆不等式成立： 


llv ^ iisc - oA ^ MKIt . e s h , 

( c 0 ： 与柳训无关的常数） 


(2.25) 
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则有 

作 f ) ll 2 y ) (冷 O = 

= p 4> f ] \^ < Clh ~^ f \\\ 
j - = 1，2,… ， N h - 

由此可得如下估 计式： 

0 < = max < C ^ h ~ 2 , 

m i<j<N b J - 0 

从而条件 (2.24) 的检验转化为考察如下形式的不等式何时成立 

max | r (- fcA )| = max | r (- A )| < 1, 

0< A < A^ J 0< A < kX { ^ 

其中 < Cl { kh ~ 2 ). 

考虑一个简单例子，已知 e 1 ^ (1 + z ) + 0(| z | 2 ), 当 | z | -> 0,若取 r ( 2 ) = l + z , 
此时 (2.18) 为熟知的向前 Euler 格式 

CT "*- 1 = (1 + kA h ) U n , n = 0,1, ■ • • . (2.28) 

因为 k (— A )| = |1 — A | f 1，当 0 < 八 f 2. 据此和 {2.27) 可知：只要限制 

* A 2 <«o = ^(«) ; (2.29) 

那么条件 (2.24) 必定成立， (2.29) 称为网比限制条件.可见，对于向前 Euler 格式 
而言，为保证格式稳定需要对网比附加限制条件 （2.29), 即属条件稳定格式. 

单步全离散格式 (2.18) 可按如下方式加以分类：如果其中有理分式 r ( z ) 分别 
满足 条件： 

(I ) | r (- A )| <1，当 0< A <«， a 为某个正实数； 

( II ) | r (-八)| < 1，对所有八 > 0; 

( HI ) |f (- A)| < 1，当 A > 0,且 | r (— oo )| < 1， 

则我们说格式分别属于 i 、 n 和 m 类.不难看出，条件 （I un ) 和（叫是逐次增 
强的，即每一条件都蕴含着它前面的条件.另外，若 7^) 属于 I 类并且 

，对某个叫€(0，吣 

则称格式 （2.18) 属于 I ' 类；若小）属于 n 类并且 

< Of 2, 对某个吻 € (0, oo ), 

则称格式属于类. 


(2.26) 

(2.27) 
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下面来讨论全离散格式 (2.18) 与半离，问 -(2.2) 之间解的误差估计. 
定理 2.3 极定格式 (2.18) 属于 n ’ 或 in 类，則对于= nfc 

u Q h — PqU 0 ， 有 




<Ck^\\u\ 


为证此定理，引进函数 

F h ( z ) = r ( z ) n ~ e ^, 

于是[^一 u h ( t n ) = FhikA ^. 注意到 

|| n ( A : A h )||= sup |^{-/；>5 /1) )| = sup |凡(— A )|， 

其中外为算子-的谱集. g 此 Y 知，上述定理是如下引理的推论. 

引理 2.1 设格式属于 i 〔 I〆 或 m , 则对于 t „ = « fc > o ， 

|^(- a )| < 当 A /* ea h . 

证明 要证的估计式等价于 

\F h (-A)\<C(k/t n r = Cn~^, 

其中 

^ h (- A ) = r (- A) n - e _nA 

= [ r (- A ) _ e ~ A ] "^； 1 r (- A )" -1_ J e - J A . 
j=o 

当格式 (2.18) 属于 ^ 和 / 类时，令 Y 分别地取叱和 a 2 , 则有 


| r (- A )| < 1，对任意八 e (0 〆 )， 


另外，由假设 （2.17), 有 

r (- A ) = e -A + 0(| A 广 +1 ) 

= exp ( - A + o (/\)) ，当 A ->■ 0. 
从而，存在常数 /3 e (0,1) 使得 

k (- A )| < e -^ A , 当 0< A < a *， 


> 0 和 
(2.30) 


(2.31) 

(2.32) 


并有 


| r (- A ) - e - A | < CY 十 1 ，对 0 < A < a *. 
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已知当 A / fce < Tfc 时， 0< A < a *， 故有 

| 凡 (-A)I < CnA ^ 1 e -^(n-i)A 

= Cn - v { nf \ Y +1 e -^ nh ) e ^ 

< Cn ~ v , 当 0 < A < a * 

(其中用到 （ nA ： T +1 e -〃 (nA) - > 0( 当 + oo ) 的事实),从而引理 2 .1 对厂和 n ' 类 
格式成立. 

对于 m 类格式，需补充证明估计式 (2.32) 在 A 大于某一固定值情形仍然成立. 
为此，不妨考虑 A 2 1 的情形，此时 

e~ nA < e~ n < Cn~ u (因 n v e _n -> 0,当《 -»■ + oo ). 

其次，因 j r (- oo )| < 1，故有 

sup ] r (- A )| < e -Cl , C \ > 0( 常数). 

A>1 

于是 ， sup | r (- A )"| < e- Clfl < Cn ~ v . 因此，对于 A 2 1 的情形亦有 

A>1 

| F fc (- A )| = | r (- A )"- e -" A |< Cn ~\ 

至此，引理 2.1 得证. 

将定理 2.3 的估计与第一章中半离散近似解的误差估计（见第一章定理1.5)， 
可得全离散格式近似解与齐次热传导问题手解哼误差估计 ■ 

定理 2.4 假定格式 (2.18) 属于 I '、 II '或 HI 类，则对于= nfc > 0和 
Wfc = •PoUQ 有 

\\ U n - w ( i „)|| < C { h r t ~^ + (2.33) 


附注 Pade 通近方法可用来构造形如 (2.18) 的高阶精度全离散格式.由 Pad 4 

逼近知 


r p , 9 ( 2 )= e ^+0(^ +1 ), 当 ㈤ - >0, 
其中 r p,qi z ) = Qpig( z )/-fp,9( z )> 




(p + g-j)!g! j 

(p + ?) ! J !(?-■?)* ’ 






(p + g~j)!p! j 
(p + 9)!j!(p-i)! 
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若取7■⑷= r p , g ( Z ), 可以验证< 

1. 当时，格式 （2.18) 属于 I 类； 

2. 当 p = g 时，格式 （2.18) 属于 n 类； 

3. 当 p > g 时，格式 （2.18) 属于 HI 类，并有 r (- oa ) = 0. 

作为属于 m 类而 t •(- oo )/0 的一个例子，有如下 Calahaii 格式，其时 

巾 )=1 + 占_^ (占) ， 

= ^ ( 1 + x ) ■ 

当八£ (0, + 00 ), 函数 r (- A ) 是 A 的单调下降函数，并有 r (- oo ) = 1 一々> — 1,所 
以 |r (一 oo )| < 1且有 | r (- A )| < 1,当 A > 0. 可见，上述格式属于 ID 类.其次，因 
r ( z ) - e * + 0( M 4 ) 当 | z | 4 0,故此格式为3阶精度 格式卜 = 3). 

下面再来扼要地介绍一下非齐次热传导问题高阶精度单步格式的构造方法. 
此时问题 （2.14) 中的第一式是含源项的热传导方程 

u t — A« = f{x t t), (x, t) & H y. (0, oo). 


这里，假定空间变量的离散化与记号如同前面齐次问题的讨论中所述，则可将非齐 
次热传导问题的半离散近似写成 | 求 u h ( t ) e 九 ， f 2 0满足 


— = P a f ( t ), t > 0, 

«h(0) = 


(2.34) 


设 fc >0 为时间步长.其次，设…，如 (4 为给定的有理函数，它 
们在算■子的谱集上一致有界（关于 fc 和/0, H …，匙为 [0,1] 上的互异实 
数.这样，可定义近似 (2-34) 的一个如下形式的全离散 格式： 

m 

U n+1 = r ( kA h ) U n + fc [ qi ( kA h ) P 0 f { t n + m . 


U° = u° h . 

由此确定的 {?/"} 将被当作连续问题真解 u ( a ；， t ) 在 *„ = nfc,n = 0，1，-.. 时刻的近 
似. 

格式 （2.35) 对于 (2.34) 的逼近精度（又称截断误差）可以这样来 描述： 若对于 
任意充分光滑的/⑴,均有 
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Pn ^ u h (t n+1 ) - r(kAh)u h (t n ) 

m 

[ qi ( kA h ) P Q f ( t n + I 3 ik ) (2.36) 

i=l 

= 0( fcp +1 ), 当 fc 4 0， 

也就是说，将 (2.34) 的解 « h ( f ) 代入方程 （2.35) 后，此方程两端之差为此 
时称 （2.35) 为 p 阶精度格式.将 (2.36) 右端中的丹/换成叫,* - A h u h , 并对 t 作 
Taylor 展开可得（记 dk / dt 1 为 4°) 

p n = X] - r(*:A A )u A (i„) 

!;0 " 

g 誓 K ,+ 1} - 

i=l i=fl ^ 

+ 广 1 ^ i ^|-^«^ 1) ( s)ds (2.37) 

: 卜 : r 响 
+k± qi (kA h ) 广、 # Wd S . 

若令 

m 

h 0 (z) = 1 - r(z) + z^ 供 W ， 
i=l 

m m 

hdz) = 1 + 次 9iW ， 

1=1 t=l 

h p ( z ) = 1 - P ^ ft P _1 9 i (^), 

i=l 

则有 

P 

Pn = ^2 7f ~ (左 + *^1,1 + 只 n，2 + Rn,^ 
t=0 ' 

其中 Rr，Ai = 1.2,3) 分别代表 （2.37) 右端含有积分的那 三项. 注意到= 
0{ k^),i = 1,2,3,由表示式 (2.37) 可知： 全离散格式 （2.35) 为 p 阶精度的充 
分与必要条件为 

响)= 0«卜 *)， i = 0,1，… ， p . (2.38) 

此外，若令 办 ）= 0 和 
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不难验证 


ri(z) = -ri^i(z) - hi{z), J = 0,1 ， … ， p ， 

z z 


/ = o , V " , p - i 3 

训 = 益-亡芸) . 


并且条件 (2.38) 等价于 


h ( { z ) ^ 0(\ zr l ), 1 = 0,1, ■ ■ ,P 


现在进一步证明如下定理，由它可以得到构造 P 阶精度格式的一个可行的方 
法. 

定理 2.5 设 m < p , 則格式 (2.35) 为 p 阶精度的充分与必要条件为下列条 
件成立： 

( i ) 当 | z |40; 

⑼ ri ( z ) = 0{\ z \ p - 1 ), i = 0, 1 ，…， m - 1; 

( iii ) f bj { a ) s^ds = 0 ， j = 0 t 1, - ^，p — m _ 1， 
jo 

其中 w ( s ) = n ( s — a ). 

i=l 

证明 不难证明 （ iii ) 等价于.存在使得 

-1 m 

( iii )’ / < fi { a)ds = ^ by < p {^), Vy > G n p _ i ， 


这里， n p _! 代表所有次数 < p - l 的多项式集合. 

为证必要性，只需证明 （ iii )* 对 p = s 1 , i = 0,1,…， p - 1成立即可.由 n ( z ) 
的定义和⑴、 （ ii ), 可知 

1 m 

r,(0) = 7 TT -^^^ (0) = 0 , 卜 0 ， 1 ，… ， p -1 - 


因而，若令~ = %⑼，则有 


YM ， i = 0， l ，...， P —1. 
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再来看充分性，为此只要证明（心 （ ii ) 和 （ iU ) 蕴含 


ri ( z ) ■- 0(\ z \ p ~ l ), 对于 Z = m , m — 1，… ,p — 1. 
由分部积分和 （ i ), 我们有 


z l+1 

~ir 





j=0 




(z) 一^; 7 + 0(| z | p + i )， 当 W — 


i =0 


(2.40) 


从而 


rt ( z ) = [ e z(1 - a Vds - 乞 咖⑷ + 0(\ z \ p ~ l ). 


现将 4 s ) 表示为其中 = 1. 这样由上式和 （ iii ), 可得 

J =0 


j=o 


JO 

0 (|^— 0 , 1 = 0 , 


m — i 、 


依次令 Z = 0, 1 ，…， p - m - 1, 按上式进行递推，即可证明 (2.40). 至此定理证毕. 

最后，我们介绍构造形如 (2.35) 的全离散格式的方法.先补充 定义：设如 < p , 
如果满足条件 

n ( z ) = 0 , / = o , i , ■•- .po - 1 


或等价地 


hi ( z ) = 0, ( = 0,1,•■- ,po — 1, 


则称格式 (2.35) 为严格 p 0 阶精度.对于任给正整数 P 和 m , 假定 p / 2 f m 1 p .— 
个具有 P 阶精度和严格 m 阶精度的格式可以这样来构造.首先选取一个有理函数 
r ( z ), 让它满足定理 2.5 中的条 件⑴；其次， 按条件 （ iii ) 在区间 [0,1] 上选互异的求 
积节点 { MJLv 例如在 P = 2 m 的情形，{/3,-}" =1 是惟一确定的，它是 [0,1] 上的 
Ga USS S 节点；然后，有理函数则由下述方程组决定 ■ 

[ r W ) , / = 0,1,… , m - l . (2.41) 

i=i V ㈣ 々' } 


由于 {^>7=1 互异，上述方程组的系数矩阵是非奇异的，故存在惟一解{9,(^)}" =1 , 
并知9办）与小）具有共同的分母.这里，条件 P<2m 是用来保证适合 （ iii ) 之 
{扎}? =1 的存在性. 
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例 2.1 令 r ⑷为/的如下 Pad 4 退近 


小） 


. 1 1 1 
1 W 

V 3 


e + Q {\ z \% 当 I 扣 0, 


则 P = 4.取汍, 2 =豆干 (m = 2时的 Gauss 型节点).此时，方程组 （2.41) 为 


qi { z ) + q 2( z ) = ~ z { t { z )-\), 

(去 _ 9l ( Z ) + G + 92 ( z ) = 备 ( r ( z ) ~ 1 - 2 )- 


由此导出的格式为 ■ 


(卜 \kA h + ~k 2 A^j C /" +1 
= (/+^ A h + lfc 2 A 2 h ) 



对于此格式，经验证 r 2 ( z ) = 0,所以它属于4阶精度和严格3阶精度格式. 

例 2.2 r ( z ) 与例 2.1 相同.然而，令 m = 3并取洗= 0,,0 2 = ^,/? 3 = 1.因 

j w ⑷ ds = J a ( s - ^) ( s ~ l)ds — 0, 

故定理 2.5 中条件（出）成立.这样，由方程组 


91 (^) + 92 ( z ) + q 3 ( z ) = -( r ( x ) - 1), 


pziz) + 93( 之） = ^{r{z) — 1 一 z), 

$? 2 ⑷ + 93(4 = 長 ( r ( z ) - l - z - 
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求出后，我们导出如下 格式： 

(J -ifeA, + lfe 2 A 2 ,) ^+» = (J + + ^fe 2 A 2 ,) U n 

+* I ^ + 占左 △") /(*") + g / + 2^) + 

' i^ fcA/i ) 取 + 1 )}. 



而 n ⑷= 0, i = 0, 1,2是在办 ㈦ 的定义中假设的，可见，这个格式为严格的4阶 
精度. 


§2.3 质量集中方法 

本节介绍一个可以大大简化求解计算的修正 Gaierkin 有限 元法： 质童集中方 
法.由于这个方法不仅使求解计筇量显著降低，同时具有很好的稳定性和收敛性 
质，所以受到人们的重视. 

回忆第一章中所定义的 Gakrkin 有限元法.以热传导问题 （2.1) 为例，在取定 
有限元空间 乳后， 此问题的 Galerkin 有限元近似为 

(尝， 《 h ) + ( Vith . Vv ?,) = { f , v h ), Vv h € Sk , t > 0, 

u h (x,0) = e S h - 

N h 

设为空间知的基底，并将 (2.42) 的解表示为叫 ( At ) = ^〜⑷也(*)， 
则问题 (2.42) 的矩阵形式为 

^ 1 + = M ~ l F { t ), (2.43) 

其中 M = ( m y )/^ x 外和 S = 分别称为《质量矩阵”和“刚度矩阵”， 

它们的元素为 m i ; ； =⑷，七）和= (▽知 ▽&•). 若采用向后差商近似 (2.43) 中的 
微商 da ( t n )/ dt , 可构造出问题 (2.14) 的如下全离散格式： 

(J + fc „ M -1 B ) ct n = a "- 1 + k n M ~ l F n , n = 1，2,…， (2.44) 
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此即本章第一节中所述向后 Euler - Galerkin 格式.我们看到，在这里无论是 （2.43) 
还是 (2.44) 的求解均要求计算逆矩阵 M - K 在有限元法中， M 通常是一个高阶的 
非奇异矩阵，计算和 M -* F 所需运算量和存储量是很大的. 

所谓的质置集中法，就是将 （2.43) 和 (2.44) 中的矩阵 M (质量矩阵）用一个对 
角矩阵 M = m w < iJVfc ) 去近似替代它，其中 

Nk 

771“ = > : 爪 i 】■，^ = 11 2，’ ’ * ， Nh- 

j=l 

换言之，是由将 m 中每行元素集中起来（作代数和）置于该行的对角线位置 
上.此时，方程 （2.43) 和 （2.44) 分别地简化成 

^ + M~ 1 Ba = M~ 1 F (2.45) 

at 

和 

(/ + k n M ~ t B ) a n = a " -1 + k n M ~ l F n , n = 0,1， ... . （2.46) 

显然，这样做可以大大简化求解计算，因为计算 M -1 要比计筧 M - 1 简单得多. 

设 E { t , s ) 为热传导方程的解算子，即 u ( t ) = E { t , s ) u \ t € [ s ,+ oo ) 代表齐次 
热传导方程满足初始条件 ： 的解.由抛物方程的极值性质，我们知道 • 
算子 E ( t f s ) 满足 

min ( 0, minu °( a :)) < E ( t , Q ) u ° < max [ 0, max «°( a ;)) , 'it > 0. 

乂 J 

由此可见，齐次热传导方程的解 u (; r ，*) 在最大值模的意义下是稳定的，即有 
n^c | u ( a；,*)l ^ mjcc |«°( aj )|, 对任意 * > 0. 

质量集中方法的一 t 重要优点，就是当剖分满足一定条件时，相应的离散方程仍然 
具有上述极值性质.然而，对于通常的 C 3 alerkin 有限元法，连续方程原有的这一性 
质会遭到破坏.下面我们来叙述和证明质量集中方法的极值性质. 

令 E h ( t , s ) 代表由质量集中方法 (2.45) 所定义 的齐次= 0) 半离散方程的解 
算子，则 « h (0 - ^( t , oK 为齐次半离散方程的解. 

定理 2.6 假定 { J h } 为区域 C IR 2 的三角形正则剖分，并且其中任意三 
角形正则剖分族无素的内角不超过 tt /2, 又设 为及 上的线性有限元空间，则对 
任意 * 之 0 有 


min ^0, minu^(aj)^ < £h(t,0)«^ < max (0, 又 (x)). 

特别地，若令= S ( t ，0) O ), 則有 


max|uA(a:,t)| < max|«h(a:)|, 对任意 i 2 0, 


(2.47) 


(2.48) 
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第二章抛物方程的全离散计算格式 


证明 由前面讨论， 已知： 若令 

_ N h 

u hi x i ^) = = 〉： aj (亡)彡 jh )， 

J -1 

则 a ( t ) =(叫⑷，《 2 (0，…满足方程 

学 + KT 1 鄉) = 0， 

dt 

此方程的解可表示为 

a ( t ) = | exp (- M _ I Bt )}«(0)- G ( i ) a (0). 

如果证明 G (0 = ( fe -( t )) 满足条件* 

CO G ( O 0( 非负矩阵)， 

N h 

(ii) ⑷ <1， i = l,2, -- ,N h , 

j=i 

那么 u h ( x , t ) 必定能满足不等式 （2.47) 和 (2.48). 至此，需要用到下述矩阵引理 
引理 2.2 设为正定 、对 称矩阵 ，若 S 0当 i _ ：/，則 Jtf -1 2 0. 
现令 5 = 由于 

靖= exp (- tB ) = , 

并注意到任一非负矩阵的乘幂仍为非负矩阵， 即知, 若 (/ + p ) * > 0,则 G (❼ 
0. 下面先证 B 的非对角元素= (▽么， V 4> i ) < 0. 显然， 

〜)二 E (▽灿 ■( ▽灿 ■又 

e € Jh 

其中 mi ) e 代表▽先在 e 上的限制 ，& 为单元 e 的面积.从几何上看，（▽也 : U 表 
示 e 中 顶点巧的对边的法方向，因此，由 e 的内角 S tt /2 的假设，可推知 ( V^)e 
和 (▽灿 的夹角为钝角 （> tt /2), 从而 

(▽各 ) e • (▽&)■= S 0,当 i /么 (2.49) 

即有心 S 0,当 i / j . 又因 aT 1 为对角矩阵且其对角元素皆为正数， 所以 S 的非 
对角元素也小于或等于零，于是矩阵亦然.现对矩阵 M = 
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应用引理 2 . 2 .显然,对任给在 n 充分大时,引理条件成立,从而 (J + p ) — 1 2 0 

并由此可推出 G ⑴ 2 0. 为验证条件 ( ii )， 令 < 代表分量全为1的向量，则⑼等价 
于 G ( t)C < C 为此只需证明 BO 0,因为据此可推出 

(M + feB)C>MC, 

进而有 （M + kB)- l MC = (/ + kB)~K S f 和 

G(t)C = {exp(-tB)}c =jim "c<C- 

现在来证 SC 2 0. 为此，将丸的基函数加以扩充，即增加相应于 

边界节点的那些基函数这样一来，我们有 Y . ^ = 1 - 对任意 

j=i 

xen , 从而有 

Nh N h 

(BOi =5>尸11(▽也.，▽衂 

i^i i=i 

/ N h ^ M h \ M h 

= (▽—，▽[； 如 -[( H + 1 ) 

\ Z =1 / Z =1 

M h 

=- 'Emw 

i =\ 

类似于 (2.49), 可以证明：对任一内点 A 和边界点有 ( V ^, V ^ Ns+! ) 5 0,因 

此 SC S 0,至此定理证毕. 

ffh 

设 lT { x ) = ^ a ^( x ) 为质量集中全离散格式所定义的近似解，其中 { a "} 
j — 1 

满足方程 （2.46), 可以证明^ 

定理 2.7 在定理 2.6 的假定条件下，有 

min ( 0, minu °( a :)) < U n ( x ) < max f 0, maxu ^( a :)) , n > 0. 

\ x€(i } \ x£tl J 

这表明，在一定条件下，质量集中全离散格式仍然具有极值性质. 

现在来讨论质量集中方法的收敛性质.为此，我们给出该方法的一个等价描 
述.仍设0 C R 2 . J A 是区域0的一个三角形剖分， e 是 A 中的一个单元， G 为 
其顶点之一.作 e 的各个顶点与其对边中点的连线，它们交于 e 的重心并将 e 分 
成六个等面积的子三角形.如图所示，令巧 ， e 是以 A 为顶点的两个子三角形的并 
集.显然，的面积等于单元 e 面积的三分之一.对于的每个内点巧，如图 
所示，巧代表那样一些％, e 的并集，其中 e 是以巧 为顶点的单元.再设汍为 A 
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上的分片线性函数空间，而是由在每个万彡上为常数的函数所组成的空间.显 
而易见，私和忌 • 中的函数均由其在内点集合上的值惟一确定，所以空 
间^和瓦的维数相等 （= N h ). 对任意 h e A ， 有 i 示式 

N h 一 

^h(x) = 5^Uh(-Pj)^(a：), 


其中是子区域巧的特征函数，即 

A . Oc ) = 


1，当 a : e 巧， 
0，当 a : 雀巧. 


Nh 


若记 v b { x ) = Eh (尸」»)，则 V h e S A . 其次，对于任意 U h e Sfc , 可定义瓦中 
j=l 

的一个元素 

jv * _ 

Uh ( x ) ='Y^u h {Pj)<l> i {x), xsil, 

J =1 

与其对应. 

利用上述空间瓦《，前面所述质量集中方法的半离散问题 （2.45) 可等价地转化 
为求 u k ( t ) : [0, oo ) ->• S h 使得 


+ t Vuh ' ^ (/，卯)， es h , t > o , 
(疋， 0) = u ^( a :) £ Sh - 


(2.50) 


JV h 


若令叫⑷ = 心⑷，则 (2.50) 可写成 


( U ) + E …⑴(▽—，％)=(，，初， 


j=l 


i = 1,2,… ，队. 
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由此可见，为了证明 （2.50) 与 （2.45) 等价，只需 证明： { H ) = 0当 j 和 

_ N h _ 

n^jii 2 =由于 j <时，函数6与 a 的支集（巧•和岛）无公共内点， 

故（巧，€) = 0 当 i # ( 再用直接计算方法证明另一等式.设巧和巧为相邻节 
点〆是以 项 为边的一个单元，由计算， 

J < Pjff>idx = 的面积=$巧， e 的面积， 

乂 一 = ^的面积=■坧， 6 的面积. 

因为以巧耳为边的单元共计两个，故有 

E ⑷，如)= h 的面积. 

j ■卢 

类似地，有 iia . ii 2 = $巧的面积,从而 

N h _ 

5>4) = 乓的面积 = 陶| 2 ， 

t=l 

借助等价的表述形式 (2.50), 可以证明由质量集中方法 (2.45) 所定义的半离散 
近似解 u h ( t ) 的收敛性和如下误差估计. 

定理 2.8 设 { J h } 为区域 f 2 CR 2 的正則三角形正则剖分族， 九为 A 上 
的线性有限元空间，則质量臬中方法 (2.50) 所定义的近似解叫 ⑴ G S h ,t > 0满足 
如下误差 估计， 

|| 叫 (t) - «(0|| < C|K- U °|| + ^|||„0|| 2 

+1剛 2 +(乂、_川>”}, 

||V ( 叫⑴ - «(t))|| < ||VK- U o)|i + Cft ||| U «|| 2 

+M*)"2+ ( 乂 || 叫⑷ ||?ds) 5 }. 

首先，证明如下引理. 

引理 2.3 对任意如,叫£私，有 


l(ufc,w h )- (t»h,u)h)| < Cft 2 ||Vv h H - ||Vujft||. 


( 2 . 51 ) 
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证明 令 e 为剖分 A 中以 P e ,i ，j = 1 , 2 , 3 为顶点的三角形单元 . 考虑 e 上 
的求积公式： 

1 3 

Q e ,/,(/)= 氏： e 的面积， 

J = 1 

显然，当 / 在 e 上是一个线性函数时， Q Clh {f) = fj 如 - — 般情形，有 

\Q eJ (f)- \ fdx\<Ch 2 J ； ||D«/|i il(e) . 

Je n=2 

现令 / = Kh .tOh, 由于 Wfc 和在 e 上均为线性函数，故有 

\Qe,h( v hWh) - f < Ch 2 X ||D tt (w/ 1 to/ l )|t I ,i{ e ) 

Je l«l=2 

上式对 e e 八求和并应用 Schwarz 和 Cauchy 不等式即可证明引理的估计式 . 

定理 2 . 8 的证明 t 

仿 Galerkin 有限元法的收敛性分析（见第一章 §1-3), 令叫 - « = ^ %其中 

r )= P ^ u - u , 8 h ^ u h - P lU e 5 fc , P t 为椭圆投影算子.已知（第一章中引理 1.1) 

|| 巧 _ = IIAK*) - w(t)B Cft 2 || u _ 2 ， 

剩下只需估计 M*). 引用记号：对 v h , wfl es h ，令 

(v h ,W h ) h = ( v h , Wh ), IkhIU =(叫， VjOg , 

^ hi ^ hi ^ h ) = —(叫，切?0， 

则对任意 v h GS h ^ 

队， * ， 叫 ) it + (V 0 h, V«h) 

={/, V h ) - (PiU t ,v h ) h - (VPiu,Vv h ) /o eo . 

(2.52) 

=— (Piu t ,v h ) h 
=~{Vt,Vh) - Eh(Pl^t,Vh)- 

在上式中取 U h = 得到 

~M + ljv ^|| 2 = 


由于 


|(^,^)|<||^- Pi« t ||-||^||< c^iKibilv^l!, 
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又由引理 2.3 

' \s h (Pin t ,0 h )\ < C^liVP^tH - \\V0 h \\ 

<Ch 2 \\u t \\2-\\V0 h \\, 

故有 

+ II ▽叫 I 2 SC—. limn 
< iiv ^ n 2 + cft 4 i| Ut |ii 
或者 ^||«/.||^ < 由此可得 

ll ^( t )||^ < |[^(0) H 3 h + Cft 4 f 

JO 

注意，在空间 &上 II ■ Ik 与 II • II 为等价范数（关于 h —致)，从而有 
||^(*)|| < C ||^(0)||+ Cft 2 ^ || u t (.)|^ dx ) 2 , 

其中 

II 心 (0)11 = K -- Pi«°ll 

^ ll u h ~ u °!l + cft . 3 ||«°||2. 

综合以上估计，定理的第一个估计式得证. 

为证定理的第二个估计式，在 (2.52) 中取处=心，得到 

类似于前面，有 

Krh^MJl^lK- P^W ||« h , t || < Cft||V« t || ||^, t ||, 

< ^ 2 ||VP lUt || - ||V0^ t || 
SCT ! 3 || V Ut ||.|| V 0 M |j 
< CA||V^|| - ||0 M ||, 

第二式的最后一步用到逆不 等式， 

IIV^I! <C/ l - 1 || Wft ||, Vv h G s h . 

将它们代入 （2.53), 我们得到 

|[9 m ! I ' + ^ II ^ II 2 < cA || v Ut m 


< ilVlt a h + ^| K ||?, 

于是，有 ^|| Vtf h || 3 < Ch 2 | ha ?， 对 * 积分后得到 


(2.53) 
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第二章抛物方程的全离散计箅格式 


l|V^(t)H 2 < ||V^( 0 )|| 2 +Cft 2 £ \\n t {B)\\ids 

< II ，卜 u^ + ch 2 {"«T + 乂 * \\M»)\\ 2 iA S 

此估计与已知估计（见第一章引理 1.1) 


1^)11 = nv^-uJH^cftKOIk 

相结合，即可证明定理的第二个估计式. 

将定理 2.8 所得收敛性估计与第一章中给出的 Galerkin 有限元法的收敛性估 
计加以比较，便可看出，质量集中方法具有与通常 Galerkiii 有限元法同等的逼近 
精度，然而前者的求解计算量比后者要小得多. 


§2.4 —个半线性抛物 问题： 核反应堆的数学模型 


本节介绍有限元法对于一类非线性抛物问题（反应扩散问题）的应用.这类问 
题是求解形如 

du 


~at 


— Au = /{j:, w), x € n T i > 0 


(2.54) 


的半线性抛物方程（组)，其中-代表扩散，而/(^«)属于反应项.方程 (2.54) 
的定解问题，因其非线性的属性，可能不存在整体解，即解在某个有限时刻发生爆 
破 （blow up ) 的现象.但在讨论数值计算方法的时候，一般总是假定求解问题在一 
个有限的时间区间 （0， T ) 内存在惟一解 uOc ,*), 并且此解具有足够的光滑性. 

下述核反应堆的数学模型就是反应扩散问题的一个 例子： 


— /xAu = u(Av — r )， 


— Av 


du 
at 

dv 

du _ dv 
dn dn 

u ( x ^ 0) = 
u(x ， 0) = u°(ar), 


0, 


x € fi ，0 < t < T ， 


eda , o < t < T , 


(2.55) 


G fi , 


其中 n C K 3 代表反应堆容器占据的空间， U ( x , t ) 表示中子通量， v ( x , t ) 是反应堆 


内的温度分布 ， A > 0为温度反馈常数（以下设 A = 1), / X 、 
du 


dv 


为其他物理参数. 


在边值条件中 ， ~|afi = 0 表示中子通量不能穿越容器壁 ， ^|an = 0 则表示容器 


的表面是绝热的. 
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记 A = mAxu °( ar ), B = maxv °( a :) 和 a = mmzt °( a:)j b — n ^ nv D (; c ). 利用上, 


下解方法，已获得关于初边值问题 (2.55) 的以下理论结果（参看 [5])- 

定理2,9 设 B < r , 如果 A £ ( r - B ) 2 /2 e , 则问题 (2.55) 存在整体解 u ( x ^ t ); 

此外，设 u °( x ) > 0且不怯等于零，如果公 0 = ^广 v °( x)dx > r , 则问题 （2,55) 的 

1^1 Jn 

解在有限时刻爆破，特别属于这一情形. 

下面着手建立问题 (2.55) 的一个有限元近似.首先，此问题的变分陈述为《求 
映射 < t ) 和冲): [0, T ]-^ 妒⑼，满足 


(尝， X ) + m(^ u i Vx ) = ( u(v - r ), x ), 

] (g ， x) + (V v ， Vx) = e(u,;<)’ Vx e ( 2 ’ 56 ) 

«(0) — u °, u(0) = v °. 


于此， n 是一个三维有界区域.为更适应 n 
的几何形式，选用四面体作单元，即将 n 剖分成有 
限个四面体元素，每个四面体元具有4个顶点（见 
图 2.1), 以顶点上函数值 «( Pi),t = 1,2,3,4为参数 
(插值中的型值）可确定单元上的一个线性函数（三 
元一次多项式).由此形成的有限元空间 丸 是由所 
有整体连续、在每一个单元上为一次多项式的函数 
组成的，其维数等于属于 D 的单元顶点的总数.另 
外 ， C H ^ n ) 具有 §1.2 所述遥近性质（1.10)，其 
中 r = 2. 


3 



基于空间汍，问題 （2.56) 的 Galerkin 有限元近似为 i 求映射叫⑷和 « h ( t ) : 
使得 


( 尝， X) + 只 = (u/,K-r),x), 
(尝, X ) +( ▽叫， ▽；!(：) = e ( u fc ， x ), Vx E S h , 


(2-57) 


y 叫 ⑼ =ug, v h (o) 

其中 4 和#分别是函数 u Q ⑷和沪 ( rr ) 在灸 中的某个近似.令 { M ^=\ 为空 
间九的基底，并设 


Nh Ti h 

Uh ( x , t ) = ^ 2 ai ( t ) fj > i ( x ), v h ( x , t ) = 


1=1 


i=l 
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则半离散模型 (2.57) 等价于的一个一阶常微分方程组. 

为构造全离散格式，取正整数 N , 令 k = ^' t n = nk ， Q < nSN ， 并记 B t U n = 
{ V n - U n ~ l )/ K 我们给出求解问题 (2.57) 的下述全离散计算格式 ； 

{^ V n , X ) + ( W ", V X ) = e ( U n ~\ x ), V X € S hl (2.58) 

U ° = V ° = n = 1,2, ■•- , N . 

此格式的计算步骤为：先由第三式得到 { a 0 , y °), 然后对 n = i ，2 ,“.，jv 由前两式 
以递推方式求出 ( u \ v ^ ( u 2 , v % - ( U N , V N ), 每步计算只需求解一个线性代 
数方程组.显然，问题 （2.58) 的解是存在并且惟一的. 

最后讨论一下近似解的收敛性•设 （ U ( cM ), W (； r , f )) 是初边值问题 
(2.55) 在时间区间 [0, T ] 内的惟一解，并且满足正则性条件 

u , v , u i % v t , utt , v tt G L °°(0, T ; H 3 ). (2.59) 

与前 面一节 的做法类似，在收敛性分析中将真解(％ «) 的椭圆投影 { Pxu , P lV ) 作为 
比较的“辅助函数"，这里算子巧： H l ( il ) 4 Sa 的定 义为： 对任给0 e if 1 ⑼， 
Pi ^ e S h 由下式确定 


(V^^Vpt)^ (▽也 Vx), Vx e s k . (2.60) 

具体作法就是将近似解与真解 («( t„),«(e„)) 的误差表示力《 

U n - u(t n ) = U n - Piu(t n ) + Piu(t n ) - u(t n ) =8^- + r}^, 

v n - v{t n ) = V n - P lV (i„) + - V(t n )=^ + v ^. 

由算子乃的逼近性质（见第一章引理1.1)，可以给出嘑 (i = 1,2) 的如下估计 

11^(1 + ^|1^111<^ 2 |1«(^)1|2 (2.61) 

因此剩下只需讨论如何得到= 1，2)的估计即可. 

容易验证，#满足如下方程 * 

r (他 + = W ， x ), 

i (2.62) 

k (桃， X ) + ( ▽捋， VX ) = ( iM ， 
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其中 _ 

Ri = - Pi 5 tu ( t „) 

+ t/" - yw 1 - r) - u(t„)(«(i re ) ~ t ) 

=Jijj + 

R2 = - Pi 氐 i(t„) + e(U n ~ 1 - u(t n )) 

=^21 + 

由在 （2.62) 的第一式中取 x = 吖，可得 

< ||i2?|| !|^ll 

或者 \ m 2 < \m i (« r 1 n+*11 剛 1 mi 于是有 

||^||<||^ _1 11 + *11^11<1!0?!1 + ^11^!1- 

i=i 

类似地，在 (2.62) 的第二式中取 x =咚可得 

ll «2 ll < ll^ll + fcEl !^ ll . 

1 = 1 

将以上两式相加，得到 

ll^ll+ II^II<KII + Il«2ll + *i；(Hfilll + II^ID- 

因 = V t ( tl ) - d t v ( tl ) + {/- P ^ BtV ^ n )^ 由此可证 

kj ^ W ^ W ^ CiT^k + h 2 ). 

/=1 

类似地可证 n 

十 V ). 

1^=1 

其次，因玛 2 = e 8 [~ l + eiPiuiti ^) - u { t t )), 易知 

||i4B * £ Kll + C(2>)(* + A 

l-l 1=0 

进一步需要对非线性项 

i ? 2i = 1 - r )~ «(* f )( v ( ti ) - r ) 


(2.63) 


(2.64) 


(2.65) 


( 2 . 66 ) 


(2.67) 


( 2 . 68 ) 
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作估计.于此，暂时假定 

il ^|[ i «( n ) < M , i = 1,2, 0< / < n - l , (2.69) 

(通常称此类假定为归纳假设).另外，当真解 («,«) 满足正则条件 (2.59) H , 它们 
的 iV 投影巧《和巧《沐）在范数意义下也是关于 f 和/ 1 一致有界的. 
将玛 i 中的 u ^ v 1 - 1 表示为不难证明如下估 
计 

11^1211 < C («, M ){|| Oi - 1 || + ll ^-^ l+fc + ft 2 }, (2.70) 

将以上关于 M 和码的估计代入 (2.65), 并设 K ||, ||^|| = 0( fe 2 ), 可得 

im + 11^11 < ^2(11^11 + P l 2\\) + C(k + h 2 ), (2.71) 

£=0 

其中常数 C 依赖于和但不依赖于 fc 和 /». 至此，利用 Gronwall 不等式 
(它是第一章引理 1.2 的离散形式)，得到 


ra + ||^ ll <^ + ft 3 ). (2.72) 

现在，我们回过头来验证假设 （2,69), 容易看出，当初值 （ I / W 0 ) 取为 （ P〆 , 
Piu °) 或者 ( Ju °， 时，假设 (2.69) 对于 f = 0 成立. 根据前面的论证，如果 (2.69) 
对于 Z = 1,2 ,… n - 1成立，则可推出估计式 (2.72). 借助空 间私的 “逆估计”（见 
[1]， Chapt . 3, §3.2) 

ll ^ ilt »( n )< Cft -^|| r fe || t 2 (n) , (2.73) 

由 (2.72) 可推出 

ll « riU -( n ) + i -1,2. 

因此，如果 *： = O ( ftl ) 成立，则在 ft 适当小时条件 (2.69) 对于 Z = n 亦成立•这 
样可以看出假设 (2.69) 在 fc = 0( d ) 和/»适当小情形是成立的.最后，将估计式 
(2.61) 和 (2.72) 结合一起，即证明了全离散近似解 ( U n , V n ) 的收敛性，并得到误 
差估计 

II U n - «(^)||, || V " - V ( t„)ll < C ( u , T)(k + h 2 ). (2.74) 

注对于某些非线性问题，若能通过能量估计法证明近似解的一致有界性，此 
时在收敛性分析中就不必作“归纳假设”了. 




第三章对流-扩散问题的数值解法 

同时伴有物质输运和分子扩散的物理过程以及黏性流体的流动，其数学模型 
通常为对流-扩散方程或含有此类方程的偏微分方程组的定解问题.对流-扩散问 
题数值计算方法的研究具有重要的理论和实际意义，可应用于环境科学.能源开 
发、流体力学和电子科学等许多领域.本章介绍近二十余年来针对这类问题创立并 
得到迅速发展的一些新的数值方法. §3.1 介绍对流占优扩散问题的背景. §3.2 介绍 
有限体积法和广义差分法. §3.3 介绍特征有限元法. §3.4 介绍一个应用问题，即多 
孔介质中两相可混溶驱动的数值模拟方法. 

§3.1 对流占优扩散问题的背景 

本节以地下水污染的数学模型来说明对流占优扩散问题的背景及其特点. 

由于工厂，矿山排放污水，农业生产使用化肥、农药，它们随着雨水、排灌或 
其他途径进入地下，通过渗流使地下水受到污染.一些溶解在水中的溶质既会随地 
下水作对流运动，也会在溶液中作分子扩散运动，用数值方法模拟.研究地下污水 
的运动规律和进行预测是水文地质、环境科学中的一个重要课题. 

描写化学溶质（污水）运动规律的数学方程为 

么 (^ C ) = div (mZ) V c ) — div(mcv) — Q, (3.1) 

其中 

c ： 溶质 浓度； m : 介质孔隙 系数； 

V = { wi , t ) 2 , U 3 ) T :流场速度，假定已知； 

D ： 弥散系数 张量 ； Q ' 注入或抽出的源项. 

右端第一项为扩散项，第二项则是对流项.在这类问题中，溶质分子的扩散相对于 
水流速度而言是缓慢的，对流占主导地位，因而属于对流占优扩散问题. 

由于方程 （3.1) 中的对流项占主导地位，可视作是一阶双曲方程 

谷 ( 二… 十 div(mc v) + Q —0 
at 

的小扰动方程，因此它具有双曲方程的特点.此类方程定解问题的解常常出现局部 
剧烈（大梯度）变化，如含有边界层1瞬变层等，这给数值求解计算带来一定的困 
难.数值实验表明，这类问题用标准的 Galerkin 有限元法求解往往在急剧变化地 
带增生振荡现象，分辨率低等缺点.因此，近年来人们关于这类数值方法的研究， 
大都倾向各种非标准的有限元法，如有限体积法、广义差分法、特征有限元法等. 
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§3.2 有限体积法和广义差分法 


有限体积法和广义差分法是在有限元法和差分法的基础上发展起来的新型数 
值方法（参看[17]-[19]),本节以对流-扩散问題为例介绍上述方法. 

设 C K 2 是一个有界区域， a: = (灼， 叼）€ n . 考虑如下线性对流-扩散问题， 


— + V u = 0 ， a? 6 O, i > 0, 

( kv = bi £； + 0, 

w = o , x e r = t > o, 

u(x t o) = u°, 


(3.2) 


其中 p >0 和为常数，并设 M << 囹. 

有限体积法 

设 fU = { if } 为空间区域 n 的正则三角剖分，表示剖分中的三角形单 
元，％中所有三角形顶点组成的节点集合为 {Pi : 1 < i < M a ], 其中 {Pi -. l < 
i < M {\ 为内节点集合，而仍：恥+ 1 s S M 2 } 为边界节点集合 • 代表 n A 
中所有单元的最大直径.设函数空间 c/fc c 为剖分上的标准线性有限元 
空间，其基函数为 ①)& 满足条件 MPj ) = < i , j < M 1 和零边值条件 

< Pi ( Pj ) = 0,对于 1 s i S Ml,Ml + 1 < J < Af 2 . 

其次，按下述方法建立的对偶剖分.对于任一三角形单元.兀 e fu , 在 if 
内选定一点 Q , 并作此点与 K 的各边中点的连线，则 K 被分成三个小三角形.对 
任意节点 Pi , 考虑所 有以巧 为公共顶点的单元，将所有以巧为顶点的小三角形的 
并集记为它是一个多边形子区域，被称为对偶单元.所有对偶单元的集合便 
构成的一个对偶剖分，记为 n ;;. 当 < g 点选作 if 的重心时，相应的称为重 
心对偶剖分，见图 3.2 .当 14 中任一单元的内角均为钝角 （< ff /2) 时，亦可选取单 
元的外心作为 Q 点，此时相应的称为外心对偁剖分，见图 3.1. 上述两种对偶 
剖分是最主要和经常用到的. 





§3.2 有限体积法和广义差分法 


令％ 代表上所有分片常数且于 ^(Mx + l < i < M 2 ) 上取零值的函数集 
合，此空间的基函数为 


< Pi ( P ) 


1， P ^ K * Pi , 

0， PeK * Pi , 


1 <i < Ml . 


引进插值投影算子 : Co ( Ji ) ^ u h 


以及 n ;; : c 0 ( n ) -)■ v h 


^hV = ^2,v(Pi)4>i{x) 




n k 中两个节点巧和巧，如果它属于某个单元边的端点，则称 巧与巧 为邻 
点 .设尸 i 和巧为相邻节点，记~ = dK* Pi ndK* Pj , Vij 代表 r i;f 的单位外法向量. 

有限体积法的建立过程是这 样的： 首先，在(称控制体积)上积分方程(3.2)， 
得 

j (■^ ■十办 - Vu — //Am) da? = 0 ■ (3.5) 


利用 Green 公式 


Au dx ■ 


b - da: = / — (6-i/)uds, 

_ J & Ki . 


v -. 上的单位外法向量 

并将其中的 u 改 为叫, 得到如下积分形式的方程 


dx = / (6 - v ) u h da + n j • - g ^- ds , 




由于％是上的分片线性函数，采用分片和分段积分的方式将上式左右两端的 
积分计算出来，给出它们的表达公式.如此，便可建立近似求解问题 (3.2) 的有限 
体积法的计算格式（半离散方程). 

下面，就 0；； 为外心对偶剖分的情形讨论一下 (3.6) 的具体 形式. 令~ = 
{ j ： 巧与巧相邻 } 表示与巧相邻的节点指标集合，则有 
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f 9 u h u h ( p j ) - ^ h ( Pi ) 

I 明 I 


| r ^|, 


I (&• v)u h da Ksy' b-uds 

JaK Pi JGA , JVi i 


Uh(Pj) + Uh(fj) 

~ , 


(3-7) 



9 u h 

~dt 




P-Pi 


其中代表 m 在上的平均值，和 | rj 分别代表单元的面积和线 
段的长度， [ PiFfl 是连线的长度.令心 = f ( b - E ) ds , 并将叫改记为 

叫 (兄*),利用上述积分表达与近似公式，便可得到如下近似求解的计算格式（半离 


散方程): 


du h (. Pf , t ) = y ' b v u h { Pi , t ) + u h { Pj , t ) 

~^ = ^ 両 2 

, | Fjj | 
i = 1,2,-** , A{\ , 


(3.8) 


另夕卜，若引进 Heaviside 函数 ft ( r ): 


/ i ( r )= 



当 r >0; 
当 r <0. 


并将前面关于对流项的近似公式 (3.7) 改为 
/ ( 6 - 

w 叫(⑸ + (i - *(^i)) ^(-pj)} - (3-9) 

j'eAi 


其余各项的近似不变，此时所得到的格式称为迎风型有限体积格式. 

出于理论分析和推广的需要，下面介绍方程 （3.6) 的变分形式.引进记号 

b(u h ,^)= f (b-E)uhds, (3.10) 

o («/.>!) = ( 3 . u ) 
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则可将 (3.6) 写成 

4>*) = b(u h , <j ， t), 

(3,12) 

i = l ， 2 ，... 爲 

因此，求解方程 （3.6) 等 价于： 求 满足： 

(^t ' Uft ) + a ( 叫 ， W/l ) = & ( 糾 ' v fc) ’ € Vh, (3.13) 

此即方程 (3.6) 的变分形式，在变分问题 （3.13) 中， W 称为试探函激空间(近似解 
所属空间)，而 K 则称为检里函緻空间(用来检验解是否满足方程 }. 此类离散化称 
为 Petrav - Galerkm 有限元法，它与通常 Galerkin 有限元法的不同之处，就是其 
中的试探函数空间和检验函数空间是不相同的空间. 

广义整分法 

传统的差分方法，大多数是在矩形一类规则剖分下通过差分逼近方法建立的， 
也有过利用积分插值法建立三角网格上的差分格式的尝试，但并未受到重视.在以 
变分原理为基础的有限元法出现之后，李荣华教授利用对偶剖分及于其上面恰当 
选取的有限元空间，将积分插值法改造、推广为变分形式的离散格式，并称之为广 
义差分法，1982年以来李荣华及其合作者对广义差分法进行了系统，深入的研究 
工作(见 117]). 

仍以初边值问题 (3.2) 为例，简单介绍一下广义差分法， 

设 Qa 和 n ；； 为区域 n 的如前所述的剖分和对偶剖分.于 n h 上选取一个有限 
维函数空间％ c ^( n ), 此为试探函数空间.同时，在 n ;； 上构造另一维数与 R 
相同的函数空间 K c L 2 { n ), 当作检验函数空间.定义 

b(u h ， v h )= V f (6 - u) U h ds, (3.14) 

a{u h ,Vh.) = -pi Yl v^Pi) f ^ ds , (3-15) 

Aen* J9 K p ( v 

那么，由变分方程 （3.13) 所定义的格式便是求解问题 （3.2) 的广义差分格式. 

特别地，当为上的线性有限元空间和 K 为上的分片常数的函数 
空间，此时 (3.13) 就是有限体积法，它是广义差分法的一个特例.一般地，通过恰 
当选取高次的有限元空间％和14,可以构造出具有高阶精度的广义差分格式. 
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关于广义差分法的理论分析（收敛性和误差估 
it ), 借助其变分形式可以仿照有限元法的分析方法 
去作.尽管如此，论证要比 Galerkin 有限元法复杂 
许多.下面，假定 n 为平面有界 区域， 和为 
n 的正则三角形剖分和如前所述对偶剖分，并设队 
为上的分段线性函数空间和^为 nj 上的分片 
常数函数空间，以此为例介绍广义差分法的理论分 
析方法. 


首先证明以下几个引理. 

引理 3.1 存在常數7 > 0 , 使得对任意 U h e Uk 有 




(3.16) 


证明 对于中任一单元 KiPuP ^ Pk ), 如图所示， A / i 、 和地分别代 
表顶点巧和巧对边之中点.这里，允许 Q 是 K 内任意选定的一个点 .巧点 
的坐标记为 ( x 1 , jPi ； x 2 , p i ) ) 其余点的坐标亦用类似记号衷示.对于 任意叫 e f 4, 由 
于叫 01 ，叼）在 K 上为线性函数，从而在尺上为常数，根据 Green 公 


式有 


L 




MiQM u 


dun 

~aU 


da : 


bAfi 


dun 

di / 




(3.17) 


其中 UiQM h 为连接 Q 和 J14 的折线，是连接 M fc 和岣的直线段. 


注意 


9 uh 

du 


du h 

dx\ 


dx 2 


8 u h 

dx 2 


d ^ i , 则有 


- ^ ds = ^ {X2 ^ - X2 ^ } ~ 為 Xl ' M 「 (3 . 18 ) 


tMjQMb 

类似地，可证明 


9u h duh du h . 

M kQSli 石 d ^ (x2M " ~ X2 ' mJ ~ d ^ 2 (xi ^ - 孔 M ‘）， 


~L 

~!^ j 货心 = - 尝 A .吨) • 

对任意 WUL 2 ) e %,考察单元 KiP ^ P ^ Pk ) 上双线性泛函 

/ K ( Of )= _4 2) ⑻人獅磬心 


(3.19) 

(3.20) 


\ Pi ) 


du \ 


⑴ 


M^QMi ^ 


-ds 


(3.21) 




§3.2 有限体积法和广义差分法 


由 （3.18) 〜(3.20)，可知 

o ( 1 ) 

I K (u{ l] ,niu^) = -^[u^ ) {P i ){x, Mi -x 2 , Mk ) 

+ u ^ - *2,AfJ + 

(3.22) 

W 1 ) , 、 

+ ~ q ^ [ u h 2 (- ^)(^1 - 

+f l h\ I> 3)t X l,Mi - ^l.AfJ + 4 2 )( 巧 )( 无 1 批 — 

从表示式 (3.22) 看到，由 (3.21) 定义的双线性泛函 Ifc 实际上是与 C ? 点在 X 中的 
位置无关的. 

此外，利用 K 上的商积坐标 （ A ^ ApAfc ) (其定义见 [3]) 不难证明：对于 K ( P u Pj , 
Pk ) 上的任一线性函数 u h { x u x 2 ), 下列计算公式成立， 
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， ’ 咖 匕⑻“卢 

— ^ K {^ h ^ h u h ) 


S, f (£ r ) + (^)} SK = ]Uhl1 


并因队 C 琍⑼中函数％满足 Poincare 不等式， ||« h || 0 < 0 ^( a 是一与 u h 无 
关的常数)，所以存在常数7 > 0使得 

oCiiftjIIhUfc ) > 7|| w | Iij Vu h € U h . 


引理 3.2 若 《 e 丑 YnjnffWn )， 则 


a ( u - n A u , IIftU ft ) < Ch \\ ul \ 2 - Vw A e U h - 


(3.24) 


证明 由 (3.15) 可知 


a{u - IlftU, nj ； w ft ) = ^ n h {Pi) f d ^ U 


E ( K (巧）-叫(只 )） f— 
K €. U h ^ J^hQ 

K ⑹ -uf •⑻) 

(Mh)- 奴 JA)) f 


d(u — Ilj ^ ti ) 


9 (u — IT ^ n ) 


d(u - U ^ u ) 


(3.25) 


因 UhhA ) 是 K { P u P h P k ) 上的线性函数，于是 

u h(Pj)- ^h(Pi) = - ^i,Pi) + - i2 ， pj ， 

其中 g 和 g 在 A ： 上为常数，从而有 

\MPj) - 叫⑻ I <h(^ + ^) < C|u h |： ijFf . (3.26) 
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另外，由子空间 w 及插值投影 n h « 的逼近性质，可证 
I f g («- n h «) J j 


r d(u — 

J ~ M^Q 

c f / S(u- U h u) 
- J ~ M^Q \ 

c CAi / / ( 


d(u — iihu) 
8x2 


< Ch 专 


3(« — n ^ u ) 

dxi 


d、u — Uhu ) 
dx 2 


< Ch\\u\\ 2l K- 


由 （ 3.2G) 和 (3.27 ), 得到 

i^h(Pj) - «a(^)) j__ d ^ U 9 ^ kU ^ ds ^ C'ftllulkR-IUhll.Jf- 

对于表示式 (3.25) 右端中的其余两项,也可得到同样的估计式.这样一来，由 Cauchy 
不等式，有 

|a(« —nftU,n^Uf,.)| < Ch ^ ||w"2,k . i“h|i〆 

Ken h 

< Ch\\u\\ 2 ■ |uft|i- 

设 u e 类似于 Galerkin 有限元法，函数 u 的椭圆投影定义为如此 

■ Rau € Uh , 使得 

a(u - i?AU|Vh) = 0, Vvji e Vh. (3.28) 

根据 a (', n ^) 的正定性（引理 3 .1) 和 Lax - Milgram 定理,可由方程 （3.28) 惟一 
确定. 

引理 3.3 设 u e RhU e (7 fc 由 (3.28) 所定义，则有 

11 -RhU - u||i < C / i ||«|| 2 . (3.29) 


证明 首先，由插值投影 IUu 的逼近性质知 

- u||i < CA ||«||2. (3.30) 

再由引理 3.1 和 (3.28) 并利用引理3.2,有 

i\\Rh^~ n h u||J < a(R h u - n h u,n^(ii h u - n h u)) 

= a(u- n h «,nj(B h u- n h u)) (3.3i) 

KChWuURHU-UHuWL 




由此，可知 

\\R h u-T\ h u\W<Ch\\u\\ 2 . (3.32) 

最后，引理的估计式 （3.29) 可由 （3.30) 和 (3.32) 通过三角不等式推出. 

注 当 u e W 3 氕卬 ， p > 1 时，在某些特定情形，尚可证明如下按 L 2 - 范数 
的估计 

|]^« — u|| < C7ft. 2 ||«||vys,r(fi), P > 1- (3.33) 

( M . [17), 第三章， ㈣ . 

引理 3.4 对任意 e 叫， 

dniOKK)); (3.34) 

另外，若令 || Kill = (^^>,,)1, 则存在正常数 G 和 c 2 使得 

C^KII < IIKIII < C 2 || Uh ||, ^u h GU h . (3.35) 


证明 仍用 K { Pi , P h P k ) 表示^中任意单元， {;-) k 为区域 A ： 上的内积. 

利用空间 R 和 W 的基函数，有 

{ u ^\ n* kU ^) K 


E 义 ” ⑻必 ㈣ ， X] “OwXw 


(3.36) 




由计算求出：取 m = {4 >iM = 75«：/108,当 ！ / m , 9M = 22^/108, 这表明 (3.36) 
是一个正定、对称的二次型.又因 

Kecth 

由此即可推断引理的结论是成立的. 

现在来讨论对流-扩散问题 (3.2) 的广义差分近似 (3.13) 的收敛性和误差估 
计，设 u 和叫分别为问题 （3.2) 和半离散问题 (3.13) 的解.类似地将误差 u h -u 
分解成两部分：叫 - M =九+ 7?，其中 6 h = u h — RhU 和 I ； = RhU — ti . 因 li 满足原 
方程 (3.2), 并由的定义，有 


+a ^ RhU, Vh ^ 


(3.37) 



有哏体积法和广义差分法 
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由（ 3 .叫和 (3.37) 相减， 可知扎 e 满足 

+ a { e hl v h ) 


=K u k - U, v k ) -( 當, v A ) ， Vv ;1 6 

在上式中 取叫二 W h $ h , 由引理 3.1 和引理 3.4 可得 
^111^11| 2 +711^11? 
<| fc ( Uft - U ) n ^)|+ ^ - linj ^ n . 


b(«/i - u . n ^ h ) 

= 5Z {( d h(P>) - G h (Pi)) f __ b-u(u h - u)ds 

Ken h ^ JMkQ 

+ - e h ⑽ f b- z/(u h - u)d s 

+ {e h (Pi} - B h {p k )) f b ， «)d4, 
J MjQ J 

我们需要估计此式右端各项.首先，对 （3-40) 右端中的积分有 


/_ b-v(uh.~u)ds] 

J A/jQ I 

<\b\ f (M + N)d S 

<chi ^j__(\e h \ 2 + \ 7 j\ 2 )d s y 

< Cxll^llo^ + Caftj d M 2da ) 2 ， 


l = i t j , k . 

由 （3.41)、（3.26) 和 Cauchy 不等式可得 


r m= Y, E (f—^Y- 

jfen h i = i , j , fe 、 JMi Q / 


(3.38) 


(3.39) 


(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 


其中 


(3.43) 
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另外，若记 INk = linjAH = 时(巧)5*^，不难证明：在分片线性函数 

Pi&H * 

空间 t4 上，范数 II. ||/>是与 11.11 等价的，从而与II |.| || 也等价.由 （3.39) 和（3.42)， 

并利用不等式， a - b < 6 a 2 + ^ b 2 (^ > 0), 可以得到 

4 e 

^\\\^\\\ 2 <04\0^\\ 2 + 0 2 ( ^ 2 + 紐 2 ⑷). 


上式) fft 积分之后，则有 


iii ^ wiii 2 < \\\ hmr + c 2 




(t) + hR 2 (rj(T)j ) dr 


+Ci / IH ^ Mlfdr , 

Jo 


再利用 Gronwall 不等式，由此推知：当0 f t f T 时， 


||8 A (*)|| 2 < ccr ){||^ co )|| 2 


又因 || 叫 (t) - U ⑴ || $ ||化_ + IW 训和 




)4 


il«< 11^(0)11 + ^ I 餐 w| 卜， 


最后可推导出 


IKW -« Wli 3 < c ( r ){| K - u ° f + | j I ? ( o)f 


■r(i 


!(r) + hR\ V {r)) dr l, 0<t<T. 


(3.44) 


由此看到，如果当 — 0 时， 


INI . I 砮 I 和研制 — o , 关于 te M —致 

且 IK - — 0( 当/ ! 0), 那么 u h (t) 必定按 I 2 - 范数收敛到 （ 3.2) 的解 u(t), 并 
且误差叫⑴_ t *( o 可通过初始值的误差和真解与其椭圆投影之间的误差来进行估 
计. 


§3.3 特征有限元法 


基于对流占优扩散问题具有双曲方程的特点，而存在特征方向（线）是双曲方 
程的重要特性.因此，在双曲方程和对流占优扩敢方程的数值解法研究中，有许多 




§3.3 特征有限元法 


工作致力于将普通的差分方法、有限元方法与特征线法结合起来（见[20]、 [22 j ). 本 
节介绍特征线法和有限元方法的结合. 

仍以 §2.2 中的线性对流-扩散问题为例 


聲 +bi + bs 备 - /iAu = /, x € C R 2 , 

，匕为常数， 0 <#<<( 6 ? +努)舍， 


(3.45) 


ti = 0, x ^ dQ, 


在空间（3：1，12⑺，由 


警 = 6l ， 替 “ 2 , t > o , 


(3.46) 


所确定的曲 线族： a ； i ( t ) = a ： i (0) + 6 it , x 2 ( t ) = x 2 (0) + b 2 t 称为方程 （3.45) 的特征 
线(严格讲应属于 P = 0的方程).令於= (1 +只+玲则= ( 4,专,代表 

特征方向的单位向量，并有$ H + | 法+含去.借助特征方向，可将方 
程 (3.45) 改写为 

du 

— ftAu = /, a : e ft , t > 0. (3.47) 

or 

首先，构造方程 （3.47) 的关于时间变量的差分逼近.令 At >0 为时间步长， 
记 tn = nAty ti = 0,1, ^ ■■由 （3_46) 知 ， t = t n 时刻从 x = (^ 1 *^ 2 ) 点始发的特征 
线在空间，奶）与平面 f =心< 的交点为 


盃= (q — fciAt , — bsAt ) :=(至 1 ，王 2 ) • 

因此，这里用如下近似公式逼近沿特征方向的导数 

du 一 u(x 9 1) - u(i t t — At) ti(ar T i) - u(x t t - At) 
^0?^ 於 ((△*”+|a；_ 至 I a) 1/2 = At ' 

记由此可建立方程 （3.45) 的下述（时间离散化）近似方程 

u n (ar) - u n-1 (x) A n , 、 x! j. \ 

-- "△!(» = /( M n ). 


(3.48) 


(3.49) 


(3.50) 


下一步要作的事佾是，采用 Galerkin 有限元法，将 （ 3.50 ) 关于空 间变量 * 进 
—步离 散化. 设 { A,o < A < ft 。} 为区域 n 的正则剖分族，汍 c 珣 ( n ) 是基于剖 
分几和分片多项式插值构造的有限元函数空间， 并假定 s h 满足 条件： 对某一整 
数 Q 2, 

inf f||«- v A ||+A||tJ- v A ||,}< Ch'\\v\\„ 

VhGSh ^ J /o ei ^ 


(3.51) 


v i < a < r, u e H*(n)n 
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利用方程 (3.50) 的变分（弱）形式和子空间私，求解对流-扩散方程 (3.45) 的特征 
有限元法定 义为： 求函数 ra = 0, l , …，使得 

( ♦卜^- 1 (气 叫) 

、以 7 (3.52) 

= (/(^) ^ n )? ^ ft .) ? ^ Tl = 1,2，*.’， 

(«义(0：)，处） =(«°( j ：) ; u h ), Vuj , € S h . (3.53) 


显然方程 （3.45) 当 p > 0 时也是一个二阶线性抛物方程，因此可以构造它的 
向后 Euler - Galerkin 全离散计算格式（见第二章 §2.1), 此格式与格式 （3.52) 相对于 
连续方程 （3.45) 的逼近误差阶基本上是一致的.自然地人们要问.特征有限元格式 
的优越性何在？这里主要针对“对流 占优” 的扩散问题来回答这一问题.这类问题 
的 2 解 u ( x , t ) 往往存在“瞬变层”或“边界层"，并且解 u 沿特征方向 I 的导数值如 
— 远比沿 f 方向的导数值小，所以沿特征方向作差分逝近引起的实际误差 
要 7 比沿*方向差分遥近的误差要小得多，因而持征有限元格式用于求解这类间题 
时能够提高近似解的精度.其次，类似于特征差分格式，特征有限元格式比普通的 
Euler - Galerkin 格式具有更好的稳定性质（特定情形格式满足极值原理).基于以上 
理由，对于“对流占优”扩散问题，特征有限元格式可作为首选格式. 

关于格式 (3.52) , (3.53) 的求解计算，可按时间层 (n = l ,2,.--) 依次求解， 
每次需解一个线性代数方程组，与抛物问题的隐型全离散格式的求解计算基本上 
一致，但有一点是不同的：由于$不一定是区域 fl 中的剖分节点，所以对于方程 
(3.52) 中^厂 1 ^的计算，需要利用⑷在5点附近若干节点上的值用插值的 
方法给出，记为 t ^ r 1 (至 

下面讨论特征有限元法的收敛性和误差估汁.如下引理对于特征有限元格式 
的理论分析是很有用的. 

弓 | 理 3.5 i $. w G i 2 (0), w ( x ) = w(x — g ( x ) At ), 其中 g , 〆 在 fi 上有界，则 

当 △* > 0充分小时，成立 


II 10 ~ < Koll^lltaAt, 


(3.54) 


其中常数 if 0 伩与和 ||5 llz ,» 有关，而范數|] - Hff - i 则由下式定义 

(以） 

MIh 1 




(3.55) 


定理 3 .1 设 u = u { x , t ) 是问題 (3.45) 的惟 一解， 并傲定 u € L °°{ 0 , T -, H ^, 
u t e L 2 (0, T ; Hi ), 2 < 9 5 r 和 u Tr e L 2 ((0, T ) x Jl ). 则特征有限元格式 (3.52), 
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(3.53) 的解 {<} 满足如下误差估计式 


匕誤 /At _ Cl △七 


L 2 (( o ， T > xn ) 


-\- C 2 h q < | MU «〔0， ; Hd ) + 瓦 


lL 2 (0, T;^) y 


证明 弓 I 进解 u {； t ) 的楠圆投影 PM ； t ) e s k , 它由下■式定义： 
(VPiu,Vuh) ― (Vu.Vuh), Vu h € S h , 

对任一固定 te [ o , T ]- 

仿照第一章 §1.3 的作法，将误差 K - «")(^)分为两 部分 ： K - «")( x ) 
俨⑷ +” n (3!) ，其中 

8 n {x) = « - 巧《 ")㈤ ， r, n (x) = (Pi« " - lOW. 

«"(*) = 由第一章引理 1.1, V n ( x ) 满足如下估 计式， 对于0 < nAt < T , 


\\r] n \\ a < C7^-*|MU» (0 ，： r iH ,)， ~1<s<1, 


(3.57) 


并且 i ?= 尸1« - w 关于 t 的导数 i ? t 也满足 


II %" IU < Ch ^ WutU ^ T ；^), -1<*< I - (3.58) 

这里 ， s = -1 情形，以上估计属于负模估计， IHI - i 即前面已定义的范数 II ‘ IU - 
需要进一步估计 «"( x ). 为此，利用 (3.52) 和取 v h = 0 n € S hi 得到 

(^ n ( x ) ~ 1 ( a: ) 、、丄 ,, (V7an{„\ ^rr(int„\\ 


^~e n (x)J+/i (ve n (x), ve n (x)) 

舞 )） 

+ ( 扩 ⑷:广 遒外 )) -(扩⑷，( X ))， 


(3.59) 


利用 Taylor 展开式和引理 3.5 中的不等式，经过类似于第一章 §1.3 的一系列估算， 
从上面等式可以得到如下估计式 


0< nA *< 


r rii < c { rii + 0 ^ ax r M 


(3.60) 




lp((o,T)xn) g 
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由 （3.51) 和 （3.57) 知 


Kll HK- … 0 11 

<IK-«°II + I|w°-^ 0 II ( 3 . 61 ) 

综合估计式 (3.57)-(3.61) 并利用三角不等式即可证定理的估计式 (3.56). 


§3.4 —类抛物-椭圆耦合方程组： 

多孔介质中两相可混溶驱动问题 

由不同类型偏微分方程按适当方式耦合一起构成的耦合方程组，在科学中是 
屡见不鲜的.例如，声热耦合问题中的双曲-抛物方程组，以及出现在自然对流问 
题、半导体瞬态问题、多孔介质中两相可棍溶驱动等问题中的抛物-椭圆耦合方 
程组.本节，通过一个油藏数值模拟的例子，介绍抛物-椭圆耦合方程组的数值解 
法. 

在多孔介质中，一不可压缩流体被另一流体混溶、驱动的过程，在忽略重力影 
响的情形，可用如下数学模型描述 | 


一 div ( a ( c ) VJ ?) 

= 9( M )， 

x eft, t > o , 

(3.62) 

— div(D ▽ c ) + 丛 . vc 

= 40 ^)， 

(3.63) 

jD ▽ c . y = 0， 

|=。, 

x G t >0, 

(3.64) 

c (; c ，0) = 

x € r 2 f 


(3.65) 


其中 n C = 2 或 3) 代表油藏占据的空间 区域， 假定 n 为有界单连通区域且 
其边界沉 i 充分光滑.函数 p ( x , t ) 为混合流体内的压力，这=是混合流 
体的 Darcy 速度， a ( c ) = k / n,k = k ( x ) 为多孔介质的渗透率 ， At = 为流体的黏 

性系数， 4(4 为介质的孔隙系数， c ( x , t ) 为驱油溶剂在油藏内的浓度， U 为扩散系 
数（矩阵).这里假定 D 与 M 无关并且 D = d ( x)I > d 0 I , d D > 0, q { x , t ) 代表源（或 
汇）的强度， c ( x , t ) 是某一给定函数. 

这里，还假定 


0< o . < a { x , c ) < a % 0 < 0. < 0 (*J < < f >\ (3.66) 

其中 f 为正常数.据此，方程 （3.62) 和 （3.63) 分别厲于椭圆型和抛物 
型方程，所以 （3.62)~(3.65) 是一个抛物-椭圆耦合方程组，并且是一个非线性问 
题. 习常称 (3.62) 为压力方程， (3.63) 则称为浓度方程. 




§3.4 一类抛物- 觭圆 耦合方 程组： 多孔介质中两相可混溶驱动问题 

下面，介绍初边值问题 （3.62) 〜 (3.65) 的一类有限元近似.首先从问题的变分 
陈述开始. 

引进函数 空间： 

i/(div, fi) = {« : u, div 这属于 _L 2 (fi)}; 

H — { u ^： Jif ( div , 0) : u - v = 0, x € dil ]; 

l = L 2 ( n )/{ p : p 在 n 上恒等于一个常数 }; 

M = H 1 ^)' 

记 M = a ( c ) ▽ p , 并记 

吻， A ) = ( divu , A ), 

乂 2 ( 乃； C, ^) = (.o v c, V0)* 

在辅助方程 U = VP 两端乘以 H e H 并在 n 上积分，同时分别地用 A e £ 
a ( c ) 

和多 e M 与方程 （3.62) 和 (3.63) 作内积乘，再利用分部积分公式，便可得出问题 
(3.62)-(3.65) 的变分形式如下：求 （ m ， P , c ) e if x i x 满足 


Ai ( c ; u , v ) + B { v , p ) =0, 

(3.67) 

^ o t 

(3.68) 

(辛宗， V 1 ) + M ( D ; c , i />) + (u • yc , i >) 


=( eg , i >), t > 0, 

(3.69) 


Vtii , 入，丑 xIxM ， 

c[x, 0) = c ^( x ) , x E S2. (3.70) 

值得提醒一下， （ 3 .67) 和 (3.68) 是压力方程 (3.62) 的变分方程，于此将和 
u = a ( c ) V P 都当作未知函数，从这一点看是与标准 Galerkin 有限元的作法不同 
的，相应的压力方程的有限元近似称为”混合有限元法”，它的一个重要优点是可 
以同时求出压力分布以及它的梯度.对于当前问题而言，因为 y = a ( c ) vp ( 压力梯 
度）出现在浓度方程 （3.63) 中，关于压力方程的离散近似采用 “混合 有限元法”是 
非常适宜的. 

进一步的问题，是建立函数空间尤和 M 的有限元近似 空间： fl A , 4和 
先介绍扎和 i h 的选取.当函数 c 为已知时， (3.62) 是熟悉的二阶椭圆方程，其 




变分（混合型）形式为 


第三章对流-扩散问翅的数值解法 


( Ai(c; u, v) + B(v, p) = 0, 

V(v, X)eHxL (3.71) 

B { u , A) + ( q , A) = 0. 

这属于一个鞍点问题.设 = { K p } 是区域的一个正则 剖分. Raviart 和 Thomas 
([21]) 关于变分问题 (3.71) 曾经借助参考单元，用巧妙的方法构造出一类有限元空 
间对 ( H hp , L hp ), 后来被广泛应用并誉为 "Raviart-Thomas 空间”.对于指数为 m 
的 R - T 空间 { H hf , L hp ) 具有逼近 性质： 

^ll^div.n) < ^ ^ +1 11^11«"* + '(0) > (3-72) 

Jrd ||A -A h ||<C ft™ +1 ||A|| Hm+HO) . (3.73) 

详细介绍 T-R 空间的构造需要一定的篇幅，请读者参看文章 [21]. 关于空间 A 4, 
可以采用在剖分上普通的由分片 m 次多项式组成的有限元空间即可. 

基于取定的近似空间 {H hp , L hp , M h J, 问题 (3.62)-(3.65) 的有限元近似为> 


求 (^(' 5 *). , t) , Ch c (- , i)) e H hp x L hf x M hcl 满足 

+ B(v hp , Php ) = 0, (3-74) 

B(u kr , A hj) ) + (q,X hf ) ^ 0, (3.75) 

(0 功 、) + M{D\ c hc , ip h J 

+{Mh p - Vc^, i>h e ) = (eg, ^fc = ). ( 3 - 76 ) 

V \ hr , ip hc ) e H hp x L hp x M hc 
Ch c (x,0) = O) e . (3-77) 


进一步作时间变量的离散化.为此，仍用> 0代表时间步长， 令 t n = nk,n = 
0,1，…，并记 < p (-) = u hp (； t n ). 注意到 (3.76) 属于对流-扩散方程，因此这里采 
用 §2.3 中介绍的“沿特征线差分通近”的方法将它离散化，即用如下差分方程近 
似它： 

+ A 2 (D-,c^(x),^ hc ) 

(3.78) 


哎⑷ -C 1 ㈤ 


=(( 扣 r,Vx), V^ c e M h . 
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其中 x = x - u hti ( x , t)k 可用近似公式 ： x = X - 代替.此外，压力方程 

(3.74), (3.75) 也可近似地写成《 

AiK ； 1 -, + , pi ) = 0, (3.79) 

卿 〆 V ) + (， 入 ） = 0 , (3.80) 

将 (3.79). (3. S 0) 和 （3.78) 联合在一起，便得到求解问题 （3.62) 〜 (3.65) 的一个全离 
散计算格式.求解的步骤是这 样的： 先由 （3.77) 得到浓度的初值，然后令 n = 1, 
由求解 (3.79), (3.80) 获得 ui p y hp , 进而由求解 (3.78) 得到.再令 r * = 2,3,…， 
依次求解 (3-79), (3.80) 和 (3.78) 即可计算出 « p ,^ p , c ^), n - 1,2,…. 

值得注意，上述全离散格式中的近似公式 

x ^ x - u ^ p ( x)k := 9 k , k ,( x )< ^ € fi , (3.81) 

在 fc 充分小时为从 n 到 n 的非线性映射，当 < p E C \ U ) 并且11^|仄< 1 »|关 

于 fc ， 和《为一致有界的时候，则有 二 dr + 0 ( k ). 关于这一映射性质的讨论 
在特征有限元法的理论分析中是非常重要的（参考剛、 [22]). 

注记： 

1. 关于对流占优扩散问题， T . J . Hughes 和 A . Brooks [2G] 提出过一种沿流线方 
向附加人工黏性的间断有限元法，称为 " Streamline-diffusion method ". 后来， 
T . J . Hughes , C . Johnson , C . Sun 和他们的合作人，对于这类方法开展了一系 
列研究工作（见 [25] 〜[27])，并应用于流体力学问题的计算. 

2. 关于对流占优扩散方程和一阶双曲方程的迎风型数值方法的研究也是一直很 
活跃的，人们已从多种途径构造出各种各样的迎风型数值计算格式.除了传统 
的差分迎风格式外，还有近年来从有限元法（标准与非标准）出发构造出的迎 
风型数值计算格式（见 [28],[29],[37],[38]). 

3. 沿特征线作时间变量的离散化并与有限元（或有限体积)法结合，这是求解含 
线性或非线性对流项方程的有效、值得推荐的数值计算方法，已被成功地用于 
一些重要的应用问题（参看 [23],[24]). 
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二阶波动与一阶双曲方程（组）是用于描写振动现象和波在介质中传播过程的 
数学方程.二阶波动方程出现在机械振动、声波 ， 弹性波的理论中，一阶双曲方程 
组可直接来源于流体、气体力学、电磁波理论，也可由高阶波动方程转化而来.上 
述两类方程在微分方程理论中均属于双曲型方程的范畴.关于这两类方程的初值 
或初边值问题数值解法的研究一直是微分方程数值解方向和计算数学学科的重点 
课题之一，有着十分广泛的应用 _ 本章 §4.1 介绍二阶线性波动方程（组）的初值与 
初边值问题 . 料.2介绍二阶线性波动方程的差分法和有限元方法 . § 4 . 3 介绍求解线 
性与非线性一阶双曲方程的一些重要差分格式 .§4.4 介绍间断有限元方法及其对于 
中子输运问题和非线性双曲守恒方程的应用. 

§4.1 声波与弹性波方程（组） 

本节介绍二阶波动方程的两个重要例子：声波方程与弹性波方程组. 

声波方程 

由声振动在介质(如气体和液体）中激起的纵波 (声波 )可用下述二阶线性偏微 
分方程描述 2 

— c 2 Au = 0, r e > 0, (4.1) 

d 

其中 △ = 为 Laplace 算子， w 表示介质沿传播方向的位移， ^>0 为波 

j-i 

速. 

若用符号幻和沁 (j = V = T ) 分别地替代 (4.1) 中的微商算渐/汧和 d/axiii < 
j < d ), 可得： d — c 2 W 2 = 0,其中旧 2 = 打 + ... + u , 称此为 （4.1) 的符号方程. 
空间 x R 中超曲面 

{(X ， t) € R d x R : c 2 (t - t 0 ) 2 = |* - a ： o| 2 } 

称为特征锥，它在波动方程的理论研究中具有重要作用.波动方程 (4.1) 的基本定 
解问题之一是 Cauchy (初值） 问题， 求方程( 4 .1)的满足如下初值条件的解 

u(x,0) = w°(a:), ^(a:, 0) = w 0 (a:)，ar 6 If* . (4.2) 

若令和 up 每， 则可将 （4.1)、（4.2) 化为下述等价方程组 

旦 ⑺ _[ 0 11 (u t \ Q 

dt / [ c 2 A « 0 j \«2 / 


记 
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A = c2 ° A J , D { A ) = H 2 (^) x H 1 (的， 

并对于 (« i,« 2 )e H ^( R d ) x L 2 ^) 定义能量范数 

II(«1,«2)|| B = H (|«i| 2 + | V Ul | 2 + M 2 ) dx | 2 . (4.3) 

借助泛函分析中线性算子 C ° 群的理论，可以证明 

定理 4 .1 对任意给定 u °( x ) E if 2 ( K ^) 和 v °{ x ) e if *( R d ). 存在惟一函数 

u {±, t ) e <7 1 ([0,00);^ 2 (]^)) 满足 (4.1), (4.2), 并有估计式 

||K Ut )IU<^ c|t| ll(« 0 ^°)k ， veeR (4.4) 


注 事实上，此定理是如下事实的推论，即算子4生成空间 

上的一个 C ° 群 { E ( t ), * € R }， 并有 ||£( i )|| < e 2 c l l l , Vi e R . 若令 (« i , u 2 )= 
邱 ㈣ ，“ 1 )，则有 dfu ， (u ， / U2 x 

^ w = UJ = Ua u J - 

弹性波方程组 

用 0 ： = ( x u x 2< x 3 ) 表示弹性介质占据空间区域 n C K 3 中点的位置坐标， 
u { x t t ) = ( Ui ( Z ，£)， tt 2 ( M ),« 3 ( M )) T 为 Z 点于时刻 t 的位移向量，则介质内的应变 


张量为 


e = { £ U '}> S ij 


货㈣ 


=急，= 1 , 2 , 3 . 


将上述应变-位移关系记为 

s=B (m )u ， 


其中 e = ( eii , e 22 i ^33^ i 2»-233 e 3 i) T i B 为关于的6 x 3符号运算矩阵 

r 3 1 

dT x ° ° 


0 

dX2 

0 

d 

0 

0 

dx 3 

d 

d 

0 

8x 2 

dxi 

0 

d 

d 

dxz 

8x2 

d 

0 

d 

9 xs 

dx \ 
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本节介绍二阶波动问题的数值解法，包括解 Cauchy 问题的差分法、有界区域 
上初边值问题的有限元近似和人工边界上的无反射近似边界条件. 

Cauchy 问趣 (4.1) , (4.2) 的差分逼近 

不妨设求解区域5 : x G i > 0} 的剖分是规则的，时间步 

长记为△*，空间变量 x eR d 各个坐标方向的步长相等，记为 h . 简记 ： cj = 

{(^ Jjtn ) : j = ( Juhr - jd ) ez d t n = 
o ， i ， f ] 代表冱的剖分节点集合.在的内点 0 o ， t n )， n >0 处以二阶中心 


第四章二阶波动方程和一阶双曲方程组的数 值解法 
其次> 介质内的应力及其与应变的关系可表示为 

^ = (^11 * ff 33i ^12, ^23, ^3l) T 

d d d 、 

■W “ )u ， 

其中是表征介质弹性特征的6 x 6矩阵.假定介质是各向同性时，则£» =(心) 
的元素 满足： 

^11 = A-22 — ^33 = A + 2/X, rfi2 = <ii3 = ^23 — A, 

^44 — dss — 其余兀素为零， 

A # 称为 Lame 常数， 

这样一来，4位移为未知函数的弹性波方程组为 

bt (去， h) u - f ㈣ 

或者改写后的二阶线性偏微分方程组 

旮-点矣去(叫 ( 0 = wf {x ^ {4 - 5) 

*， j = i 

其中 P ㈤ 为介质的密度，当系数矩阵 A ( x )= ( a ^ fa :)) 为正定时，则 （4.5) 是一个 
以 ui ( x , t ), i = 1，2,3为未知函数的二阶双曲方程组. 

在限定区域 n 上求解二阶双曲方程（组）的问题属于初边值问题，此时除了形 
如 (4.2) 的初值条件外，尚需在区域 n 的边界上指定恰当的边值条件. 
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差商^衫+上）和 ^5 2 xi u { xj , t n ) 分别地近似 （4.1) 中函数 u 关于自变量 t 和 
关于叫的二阶偏微商，可得如下差分方程 

士 ^ ( ' 2 ^Y1 S ^> U J = 

由于 = uy +1 - 2U» +- u ^~\ 上述方程可改写成 

d 

Uy +1 =2U? + c v 町 -t / 广 ， n = 1,2 ,…， （ 4.6) 


其中 r = & 为时间与空间步长之比.这是关于 C /" 的一个三层递推公式，用它求 
解需要先给出初始两层即 W 和炉的值，其中 U ° = { U ° j：Je Z rf } 可直接由初值 
条件 (4.2) 中的第一式给出，即 

U ^ = U a {xj), J e Z d . (4.7) 

为得到 u l = {uy.Je s d } 的近似计算公式，先用下式近似 (4.2) 中的第二个初值 
条件 

月 'll 

(2 A «)- 1 (^ - f /7 1 ) - ^{^0) = v °(^). 

另设 （4.6) 对 n = 0 成立，即 


由以上两式消去 U ~\ 便可得到 iJi 的计算公式 


巧=巧++ -V fx 巧. 


(4.8) 


差分方程 （4.6), (4.7) 和 (4.8) 联立起来称作是 Cauchy 问题（4.1)、 (4.2) 的显格式， 
此格式的截断误差阶为0仏 3 + At 2 ). 

关于线性差分格式对于初值的稳定性，通常利用 Fourier 方法进行分析，首先 


判定 Von Neumann 条件（稳定的必要条件).对于格式 （4.6) 〜 (4.8) 的 Von Neumann 


条件为 


cA ^ 1 

= ~ h~Td 


(4.9) 


这是对于步长比值 r = i 的一个限制条件. 
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分析波动方程差分格式稳定与收敛性的另一种方法是借助依赖域的概念.设 
{ xo , to ) 为求解区域 G = M " x K + 中某一点，称超平面* = 0上的球域 

B。 = {(a;,0): |^ — a ； o| < cto, ar G Iff"} 

为波动方程 (4.1) 的解在 { x 0 Jo ) 点的依赖域.此概念表明一个重要亊实> 方程 （4.1) 
的解在（吻， * Q ) 点的值《(吻,*0)仅仅依赖于仇上指定的初始值，而与超乎面 t = 0 
上其余部分的初值无关.这里，球域恰好是 G 中锥体 

A * o ,< o ) = {( x , i ): \ x - x a \< c\t - t Q \, 0< t < t Q } 

与超平面 t = 0之交（底面).波动方程存在有界的依赖域是与波的有限传播速度密 
切相关的，它的这一特性与抛物方程有着截然区别.对于波动方程的差分格式可以 
类似地定义其解 （差 分解）在某一剖分节点上的依赖域.显格式 （4.6) 〜 (4.8) 的解在 
点的依赖域定义为初始层节点集合的那样一个子集氏 C {(^,0): 
J € Z d }, 其上的初值是在按递推公式 (4.6) 计算 [77 时实际要用到的，显然是一 
个有限集.基于依赖域判定波动方程差分格式收敛性的 Conrant 条件 （必 要性条件) 
就是， 差分方程的依赖域包含微分方程的依赖域.下面，就二维情形 （d = 2) 进一步 
加以说明.由图 4.1 可以看到，此时 D M = {( M ) : < c \ t ~ t n \, G < t < t n } 

是 ( x ,, x a ,0 空间中以 ( xj , t n ) 为顶点的圆锥体，其轴线与 f 轴平行，它的底面为 
( xi , x 2 ) 平面上以 rcj 为心的 圆域: | a ：- arj | < = cn - At , 此即微分方程解在 ( xj , t n ) 

点的依赖域.现在再来看差分解在点的依赖域.根据递推公式 （4.6) 右端的 
结构形式，容易推断此格式解在 { xj , tn ) 点的依赖域为如图 4.2 所示的菱形区域， 






图 4.1 特征锥 图 4.2 差分觯依赖域 

它的两条对角线分别平行于 A 轴和 a ： 2 轴并交于点，并有 xjR = xjS = n - h . 
于是.这里 Courant 条件 就是： 图 4.2 所示菱形区域包含 圆域 ： \x - xj \ < cn ■ At , 
此条件当且仅当 cn ■ At < nhlypi 氣 
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时成立.条件 (4.10) 与前面的 Von Neumann 条件 （d = 2) 是完全一致的. 
波动方程初边值问题的有限元近似 
不失一般性，考虑如下初边值 问题： 


g - E 蠢 (叫⑷竞)= ’ M ， 


x eft , o < t < T , 
u = o , xedn , o < t < T , 

ti ( a :，0) = u °( x ), x € 
du 

di 


(4.11) 


( x , 0) = «°( a :), x eil . 


其中 n c 妒为有界区域，设边界充分光滑，/, / 和泸 为已知 函数. 假定' 
aij (x) = aji(x) e C 1 ⑼，并满足如下一致椭圆 条件： 存在常数《 > 0使得 

d d 

V ^ GRd - area (4.12) 


i * j = 


i=l 


按第一章 §1.2 所介绍的方法，对区域12进行剖分，并构造构⑴）的有限维子 
空间心设其基函数为根据 (4-11) 的弱形式： 


+ a ( u ， w ) = (,， w )， Vu € 邱⑼， 

r d 

a ( w , v ) 




(4.13) 


ill ^ dx i dx i 
上述初边值问题的 Galeridn 有限元近似定 义为： 求叫 ( t ) : [0， T ]4 知使得 

8 +<*(叫,外）= (/， w h )， 


\ 9 t 2 , 

Vt>h es h , te (0,T], 
wii ( o ) = e Sh , 


(4.14) 


du h 

~W 


( o ) = v° h e s h . 


将叫按空间九的基底 {^{ x )}^ 展开 


JVb 
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并记 t /( t ) = ( tM *)，％ ⑷，…，则 (4.14) 等价于下述二阶常微分方程组的 


初值 问题: 


MU ( t ) + AU ( t ) = F { t ), 0< t < T , 

J ； (0) = U a , 0(0) = F°, 


(4.15) 


其中 M 和 A 分别是以⑷，化）和 ai ^, < f > i ) 为元 素的队 x 机矩阵， E 7 Q 和 俨分 
別是函数和成⑷按展开所得系数组 成的瓜 维向量，前 
面的系数矩阵 M 称为质量矩阵. 

在上述半离散化的基础上，采用差分逼近方法将 (4.15) 中的时间变量进一步 
离散化，即可建立初边值问题 （4.11) 的全离散求解计算格式.为此，设时间步长为 
At , t n = nA *， 以 CT * 表示 * = 时刻的近似解 ■ 下面介绍二类典型时间离散化格 
式. 


格式 I (三层格 式): 


At 2 

+( l -2&) AU n + eAU n ~ 1 , 

= BF n+1 + ( l ~20) F n + BF n ~ 1 , ti = 1,2,…， 
U 1 = U ° + AtV °, !7° 和 V 。见 (4.15)， 


(4.16) 


其中 6) e [0,1] 为可选参数，当0 = $时，此格式关于时间变量是一个二阶精度格 
式- 

格式 II (两层格 式)： 


M 


771+1 一 yn 

At 


+ 0 lJ 4l； n+1 + (l-0 1 )AU" 


^ = 0^ +1 + (1 — e ^ F 11 , (4.17) 

IT ^ 1 — u n 

— — ^9 2 V n + 1 + (l-e 2 )V n , n = 0， l , …. 

此格式是由先令 Ij ⑴= V 将 (4.15) 化成一阶方程组之后，再作差分逼近导出的. 
这里，01,02 e [0,1! 为可选参数，当心=0 2 = | 时，这个格式关于时间的逼近可 
达二阶精度，一般情形仅为一阶精度. 

关于稳定性和收敛性分析，这里主要讨论一下半离散问题 (4.15). 首先分析近 
似解叫 ( M ) 关于初值4，喊的稳 定性. 设问题 (4.15) 的初值有 扰动知 〖，如〖，记 
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扰动后问题的解为知 ( At ), 则 w h = u h ~ u h 满足 

( d 2 m 、 


于上式中令％ 
可得 


V 次 2 
w h ( x , 0) = Su ^, 
dw h 


, u h j + a(wh,Vh) = 0 , Vvh e Sh,0 < t <T, 

dw h , 


dt 


■( x ,0) = 5 vt 


dt 


, 并注意到 a ( v ) 的对称与正定性（见第一章 §1-2, (1.8) 式)， 


Id 

2 di 


dw h 


dt 


+ a { w h , w h ) ] = 0, 


对*积分之后，有 


at 


(t) 


+ 7lK«< 


dw h 


dt 


(o) 


»( wfc (0), iiJh (0)) 


(4.18) 


SlKf + MlIKlIf . Vie ^ T ]. 


此估计式表明近似解 u h { x , t ) 在能量范数（见 (4.3)) 的意义下是稳定的. 

再来讨论近似解 u h {x,t) 的收敛性.为此需假定子空间 {5 fc , D </ Kft 0 } 具有 
第一章 §1.2 所述逼近性质 （1.10). 如同抛物方程 Galerkin 有限元法的分析，引进初 
边值问题 (4.11) 真解 ix ( M ) 的椭圆投影(定义见第一章§1.3, （1.2 S ) 式)，并令 

Uh —u = Uh — Pyu + P\u — u = 9^ + V- 

为了方便，假定半离散问题 (4.14) 中的初值选作 

= Piu ° ，忒= Piv °. (4.19) 

不难看出，九 e 知满足 


V dt 2 1 

Vvh e s h , o < t < r, 

[= 0 ，尝 ^ 0 ) = 0 - 


(4.20) 


于上式中取叫 


mn 

dt 


，可得 


1 d ( 

de h 

I 2 \ 

d 2 r ] 


dO h 

2 dt l 

dt 


at 2 1 


dt 


< 


d 2 r} 

2 l 

0/1 

at 3 

+ 2 

dt 




76 第四章二阶波动方程和一阶双曲方程组的数值解法 

两端对 t 积分，并注意到 0 h ( O ) = ^(0) = 0,知 

警⑴乂（急00 +鲁⑷ ） d s , 

其中 a (6 h { t ), e h ( t ))> 7 ||^( t )||?- 至此，需要利用第一章引理 1.2( Gronwall 引理)，其 

时可令必）= + a ( ff h ( t ), ff h ( t )), A ( r ) 三1,而 ao 则代表积分值 
ot 

£ 2 ds . 由此，可得 

1 尝 w『+_iib c ( r )jf 卜 . （4 . 2i) 

由椭圆投影的误差估计(第一章引理1_1)，有 

I 造 w || ♦ - n ~{ s )\\< ch ^ I ❹咬 ,2< m < - 

将它代入 (4.21), 我们得到 

2 < p < r , 0< t < T , 

其中 ccr ) 代表某一与 r 有关的常数.类似地，已知 

11^)11 ^ g ⑷. （4.23) 

由 （4,22) 和 (4,23), 利用三角不等式诬得 

|卜⑷一 ^(*)|| + ^(^(0 - 虹⑴） 

s 間 L + (IP(HW s } ’ (4-24) 

2< ti < r , 0< t < T . 

此估计式表明， 当 U，~e e i 2 ( 0 , T ; 把 ⑼) ， /x > 2 时，近 

似解 U h ( x , t ) 及其导数 令 ( x , t ) 均收敛（当 ft 4 0), 并证得如下定理结果- 
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定理 4.2 设空间满足第一章 §1.2 中假定条件 (1.10), 并设< = Pm 0 , 
v a h = P 1 v a . 如果问题 (4.11) 的矣解 u 具有正 则性， 

^4 J 

U, 瓦 € L^(0,T;H r m, L 2 (0,T',H r m ， 

则由 (4.14) 所定义的近似解满足误差估计式 

||tt fc (0 - u(t)|| + | i ： (u h (t) - «(/)) < C(T,u)h r , 0<t<T. 


注 在 [45] 中，基于估计式 （4.22) 中对 11^(4)11! 的估 计和私 上的一个弱嵌 
入不等式，对于线性有限元卜= 2) 法的近似解证得下述按范数的误差估 
计* 

ll u h(*) - u (*)llt~(n) 5 

Ch 2 (h 去) {|M|i~(o ， r;jv 2 ，《 ⑼ + ||uH|k»(o ， T ; w 3 , 2 (fi})}. 

人工边畀上边值条件的近似确定方法 

在应用中，当 n 为无界区域时，为缩减计箅和存储量，常需引入人工边界， 
将无界区域化为有界区域，此时在人工边界上需要附加相应边值条件.这种边界条 
件应满足以下 要求： 首先，新的有界区域上的初边值问题是适定的；其次，为保证 
新问题的解是原问题解的足够好的近似，要求在人工边界上避免产生非物理反射 
波.此类边界条件称为无反射人工边界条件（或吸收边界条件). 

为便于了解上述问题，先来考察一维声波方程的初值 问题： 

~ = °> - 00 < * < +°°i * > °. (4-25) 

u ( x ，0) = n °( a ?), ~( a ?,0) ^ t ; 0 ^), — oo <x < + oo . (4,26) 

已知方程 (4.25) 的通解为 


u ( x t t ) = ( p\(x — ct ) ^ 2(X + cf ), 


其中也，扣为任意函数，分别满足方程 


沒 01 _ 

"5 T = 


0和 


94>2 

~dt 




= 0 , 


(4.27) 


4> i ( x - et ) 代表沿 a : 正方向传播的波，而 ( f> 2 (x + ct ) 则代表沿: c 负方向传播的波. 
若初始值函数矽 (4 和 v Q ( x ) 具有紧支集并属于有限区间0 < z < £,则可将问题 
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(4.25) 、 (4.26) 化为如下有界区域上的初边值 问题： 

£- e2 £ = °， 0<a：< ^* >0 ' (綱 

- = 0, x = 0, f > 0, (4.29) 

du 

+ c ~ q ~^ = 0 ， x L , t ^ 0, (4.30) 

du 

u(a:, 0) — «°(a:), — {x,0) = v°(x), 0 < x < L, (4.31) 

其中 （4,29) 和 (4.30) 就属于 a : = 0 和 a : = I 两条人工边界线上的无反射边界条 
件，它是根据单程波方程 (4.27) 给出的 • 2 2 

在上面的例子中，利用将波动算子分解为两个一阶微分算子 f - 

和(单程波算子）的方法确定无反射人工边界条件.对于高维波动方 
程！" 直接实现上$述单程波分解是困 难的. 但仍可借助符号方程（拟微分算子）的形 
式进行分解，并采用恰当的逼近方法建立近似的无反射人工边界条件.下面以二维 
波动问题： 

W ~ c2 + y ) = ◦’ >。’ 吻 e K (4.32) 

为例来讨论这一问题， 这里心 = 0即坐标平面 ( x 2 , i ) 的上半部分 （ t 之 0) 为人工 
边界.方程 (4.32) 的平面波解为 


u(x,t) ^ e iM+«i*i+€3^) ) i = 


(4.33) 


其中 w 为波的频率，6和6 为波数，而 (6,6) 代表波的传播方向.将 （4.33) 代 
入方程 (4.32), 知 w , 6和&应满足关系式 


w 2 _ c 2 (技 + ?|) = 0 


我们看到此式恰好是 （4.32) 的符号方程.令 




U ； 


cos 设， 


6 c 

U ) 


(4.34) 

sin 沒 = 5, 其中 0 为 


入射角，即波的传播方向与 A 轴之间的夹角. （4.34) 可改写为 


*6 - — y/l-s 2 
< c 


■)0 


+ —-\/l — 


0, 


(4.35) 


上式左端的两个因式是二维波动算子的向 A > 0方向和心 < 0方向传播的单 
程波的拟微分算子.为了得到微分形式的单程波方程，需要采用适当的有理函数 
r ( s ) = P m ( s )/ Q n ( s ) 和 Q n ( s ) 分别代表 m 阶和 n 阶多项式）来逼近平方根 

函数这样一来，由分解式 (4.35) 可得如下两个单程波符号 方程： 

<^2 


ci^iQn(s) ± i^Pm(a) = 0, S 






§4.2 二阶波动方程的数值解法 


79 


即 


瓣心•(钉 


二 0. 


令 fc = max{7i,m - 1}, 作代换 i 4 ^ 4 和 i 《 2 — 得到如下近似 

单程波微分方程 1 2 


IV + 


i=o 


d k+l u 

dt k ~^ dx \ dx ^ 2 


土 J 2 p ^ 




d k+1 u 

dtk - j+ldyi 


= o . 


(4.36) 


若取不同的有理函数 r(^), 那么相应的近似单程波方程也就不同.对于波动问题 
(4.32), 人工边界 x = Q 处的无反射边界条件由 (4.36) 中带负号的那个单程波方程 

给出.下面，就此问题介绍几个近似无反射边界条件的例子. _ 

Clayton-Engquist-Majdal 46 ! 边界条件:这种边界条件是基于平方根函数 Vl — s 2 
的 Pad4 逼近，即取 

r ⑴ (5) 三； 1 ， r^(s) = l- i + f W{gy k>l. 


由此得到不同精度阶的边界 条件: 


1 du du 



B\u = 

c dt dx\ 

= 0 ； 

B2U 

1 d 2 u 

1 d 2 u 

id 2 u 


c dtdxi 

2 dx\ 


id 

D id 2 

Bn-iU 

办 +iU 

= ~cdt 

Bjvu ~ 4^1 


Halpem-Trefethent 4 ^ 边值条件 ！ 取 r ⑷为平方根函数 VI — ^在卜1，1】区间 
上的插值函数，插值节点是 Chebysliev 点： 


7T I fc — -r - 

./I /i ^ V 2. 

3 k = sm ^ fc , e k = + -—— 


< k <2 K . 


若令 P (f) = ( t - vT^?) … (t - 则上述插值函数具有表达式 

w 1)- P ( t ))’ v 

因上式右端的分子和分母都是 * 的偶函数，所以 +) 为 s 的有理函数. 
ffigdont 48 ] 边界条件，此边界条件具形式 



14 = 0 , 
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其中 \^ j \ < \ ^<3< k . 所有传播速度为 c 、 具有入射角 土心 ，土 e 2 ，… ，土心的平 
面波及其线性组合均满足上述方程.所以，当足够大时， Higdon 边界条件近乎 
对任何入射波都具有吸收非物理反射波的良好效果. 


§4.3 —阶双曲方程的经典差分格式 


本节以一维非线性守恒方程式的 Cauchy 问题 


H 。， 

u ( a :, 0) — u 0 ( a :) 


(4.37) 


为典型例子，介绍某些 常见、 重要的差分格式. 

众所周知，对¥问题（4.37)，即使初值 WOr ) 充分光滑，其解也有可能出现间 
断，如激波等现象.人们对于如何构造具有局部守恒性质、在光滑解区域保持髙阶 
精度并对于激波具有高分辨能力的差分格式进行过长期，大量的探索研究工作（参 
看[32]， [33]). 

以下，设巧= jh , t n = nAt , h,At > 0分别代表空间和时间步长，$ 二 
u ( x jt t n ). 求解 (4.37) 的守恒型差分格式的一般形式为 

u^-ur , ^~ 9 7-h 


At 


h 


0, 


(4.38) 


其中 g j+i = g ( U j+m , ■■- ， 5 满足 • g ( U , ■■- , u ) = f ( U ). 通常称函数 

9 j+ l - g ( U j+m , ■■- ,^- m + l ) 为数值流通量 ■ 

Lax 格式 （1954): 


n"w +1 ) , fr + i - rr~i 

At 2ft 


(4.39) 


3 = 0,±1, - - - ;n = 0,1, * - •, 

此格式是由在如图所示矩形曲线 ABCDA 上的下述积分恒等式与近似公式导 


出的< 


( f ( U ) dt - Udx ) 


= I fdt - f 
^AB J'BC 


Udx 


fdt ~ I _17 da : = 0, 

J~DA 

./dt ss At -/7 +1 , 


U da : as 2 h • 
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C (5, ^i) B 


D\ _ I _ \A 

( jy-ls O O (•*[, O 


j fdt K ! -At - 
- j—UAx K-ft. (f/JLi + U^ +l ). 

LaxoWendrofF 格式 (1962): 

^ +1 = up -^( fp +1 - fr - i ) 

+ y [ m ； + i )(/ r + i -/；)- - /；_,)], ( 4 . 40 ) 


其中 


j = 0 ， ±1, …； n = 0,1 ，…， 

^ + i - i ( t/ i+ i + ^), r = 竽. 


上式格式可看作是如下带扰动项方程 


X 


△亡 


{fmf 


d^u 

~ dx ^ 


通过中心差分逼近导 出的， 具有二阶精度， 

Engquist-Osher 格式（1980，1981): 

n - ^( A + /-( up ) + △— /+(町 )), 


其中 


U(U) = f U X{3)f{s) As , f.(U) = f U (l- X{3))f'{ S )As 
Jo Jo 

X(U) = 1 当 /'((7) 之 0 ， X{U) = 0 当 /(£0 < 0 
A±^- = ±(U j±l - Uj). 


(4.41) 
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此格式是一个单调守恒格式，仅具有一阶精度.后来对于 f(U ) 为凸函数且疗为 
f'(U) 惟一零点的情形， Engquist 和 Osher (1981) 又提出了如下具有二阶精度的格 
式： 


£^ +1 - 宇 {(A + /_(t/；) - •△+(/: 的 ) A + 叩 ) 

+ (△-/+([/?) + 卜 (/;(W7)A_W))} ， 


(4.42) 


其中 



max ((7 j ,^+ 1 ), 
V 、 


当 ^-1 < U, 
当 £^ -1 > U, 



U t 


当 U j+ 1 >u, 
当 U j+1 < u. 


Godunov 格式 <1959): 


(443) 


i = 0,£1,-' ;n = 0,1,-* , 


其中当作为解 u(x,t) 于时刻在区间上的平均值 ， g 代表 
RiemaiLn 问题： 




(7(: r ， t )) = < 



tn 〈 t S ^n+lf 

^ 

X > Xj 


的解（根据解的自相似性 ， i 7 在直线 a ： = h 上取相同的值)- 

前面所介绍的各个格式都不难推广到非^性守恒方程组的情形.例如，在 Euler 
坐标中，一维可压缩气体的动力学方程 组为： 


! +誓=◦， 國性方程) 


dE dE 

p ~ar + u a ^ +1 


(动量方程) 
(能量方程) 


(4.44) 


P = f(p ,- E ), 


(状态方程) 
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其中 P 为气体密度，《为速度， P 是压力，£是比内能.令 m = 卵 ， e = p 五+ 


U = (p , m ， e) r 和 

则可将 (4.44) 表示成 


2 

F ( " )=( m ， X (e+ ’’ 


au + d _F(jj) = ^ 


dt dx 

由此，便可写出求解方程组（ 4 .44)的 Lax 格式(分量形 式): 


P7 +l - + ^+») , m7 +1 - 


At 


2 h 


0, 


At + 2ftpJ +1 2hp"^i 

I P?+i —Ph Q 
+ 2 h ' 


At 


2 hp ^ +1 


2 hp ^_ 


Me ； _ 1+P 7_ 1 ) = 0 ! 


㈣ k ，3- 



(4.45) 


(4.46) 


最后，应该指出前面各个格式均属于条件稳定格式，也就是说当它们应用于守 
恒方程式 (4.37) 或方程组 (4.45) 时均需对于网格步长 At,h (通常是比例 r = #) 

加某种限制，此时才能保证数值计算的稳定性.这种限制条件通常是对于线性、 
常系数方程（视 A { U ) = F '{ U ) 为常数矩阵)，通过 Fourier 分析方法建立的，称为 
VonNemnaim 条件，自然它仅为保证格式稳定的一种必要条件.例如，对于方程组 
(4.45), Lax 格式的 VonNeumann 条件为 

r | A ( A)| max < 1 , (4.47) 

其中 r = F '( U ). 其次，上面所介绍的格式均属守恒型格式 ■ P , D . Lax 和 

B . Wendroff ( I 960) 曾严格 证明： 守恒型格式 (4.38) 的解 E /" 必定有界地几乎处处收 
敛（当 ft , 4 o ), 并且其极限函数 U ( x , t ) Ji Cauchy 问题 (4.37) 的一个弱解. 
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§4.4 间断有限元法 


间断有限元法是采用在单元交界处完全间断的分片多项式空间作为试探与检 
验函数空间的一类有限元方法.间断 Galerkin 有限元法，最初是为求解中子输运 
问题提出（见 [34], [35])，后来该方法在求解一阶双曲和非线性守恒方程等方面得到 
了重要发展（见[36卜[43]). 

中子输运问 a 与间断有限元分析 

设 n 是 ( X ,y) 平面上一凸多边形 E 域， n=(n x ,n v ) 代表边界的单位外法 
向量，"和为实参数，满足 〆 + 〃 2 5 1. 考虑 问题： 求函数满足 


du du t ^ . 

^ / 1干 U 内， 

ox oy 

It = Q J 在 r_ = { (3T ， J/) G : + PHy < 0} 上， 


(4,48) 


其中 A /，5为给定函数，且 < r (: c t |/)2<7 0 >0, 仰为正常数.问题 （4.48) 来源于中 
子输运问题. 

设 n h = { X }是区域的正则剖分， iC 代表剖分中任一单元，其边界 5 K 上 
的单位外法向量记为 n ( hy ) ，泛=(叫^) - 定义 


dK- = { ( ar , y) e dK : ^ ' n{x y y) < 0} 流入部分， 
dK^. = { (x,y) e dK \§_^n{x,y) > 0} 流出部分. 

引进有限维函数空间 

Sh 二 { 叫 e L a (0) : v h \ K g P r J K e Qhh (4.49) 


Pr 为次数 < r 的多项式集合 (r > 1). 

记 

(tu,u)if = f wvdx t < w t v >3K— f ivvds , 

Jk Jan 

IHIk = («!,«?)!： . Hllif = / w 2 \^-n\ds , 

J&K ^ 

IfflL = f 9 2 \§_- r \^ . 

从定义 (4.49) 看到，空间 Sfc 中的函数％在单元交界处允许是间断的.作为 
问题 (4.48) 的近似，考虑如下离散 模型：求叫 e 使满足 


y] {- {v-h,vg) K + < Ufc.u >a K } + (fTUh.w) 

Ke n h 

= (f,v), v u e 
uh = ^ = g , 在 r _ 上， 


(4.50) 
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dv 8v 


其中（•，•）表示中内积，即= + ， 而心在 上的取值由下式定 

义： 

〜\ <,在视+上， 


[ 在 dK — 上， 

分别是叫在 as ： 上沿 if 的内侧方向和外侧方向的极限值. 
引用双线性泛函 

B(wjv) = E {~(w,v^)k+ < U k ,v >sk} + (crw,v), 


(4.51) 


Ke n h 


则可将 (4.50) 写成 


B(u h ,v) ^ (f,v ), y ves h , 
Uh \ r ^ = 9- 


(4.53) 


弓 I 理 4.1 对任意 / e L 2 (⑺和 g e L a ( r _), 离散 R 题 (4.50) 存在惟 一解叫 

并滿足 

E f E^l 2 |^-Zi|d fi +|K|| 2 < C{||/f + |ff|U (4.54) 

,se £ J h Js 

其中 [ Uh ] = u +- ui ， 左端的求和取遍中所有的单元边线. 

证明 设 V 是上任一分片光滑函数，且 y r+ = 0. 先证明如下恒等式， 


B{v,v) = f M 3 |a- /^|da+ {ctv,v) 

^ C JS 


{ v ~ f \ n ^\ ds . 


(4.55) 


在瓦 € 上，由 Green 公式可得 


I vv^dxdy = - / (r + ) 2 n ■ /3ds, 

Ik 2 J9K ~ 


于是有 


{-(V ，印 ) K+ <v,v >qk} 

Ken h 


^SS~L iv+ 

l ^S~L. {v 


) 2 n * ^ds -f 2 / vv + n * /3ds 


+ ) 2 n - 0 ds + I ( v + ) 2 n * I 3 ds 

— J&K+ 一 


+2 / v ^ v ^ n'fids 
J & K - 一 I 
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注意到 


〉: f {v^) 2 n * 0&s — f (t; _ ) 2 n * /3ds 

~ 以。. JdK + - _ 


Ke^ih ⑽今 

— J ( T； + ) 2 n * / 3 ds 


〉: j v—v + xk. / 3 ds = — 〉: j v + v~n * 

K ^ n h ^ aK - — K ^ n h ^ dK + ~ 


由 （4.52) 和上式可得 


B ( v ^ ?;) 


^{L 

K ^ n h + 


v ~ v + n * j 3 ds , 


) 2 H'^tis+ / (u + ) 2 n * 

一 J&K+ _ 一 


~n^0ds \ - - {v + ) 2 n^§ds 


v ~ v + n - ( 3 ds + (< rv , v ) 


= \^2 乂 m 2 Im ■这 ids - \ J r ( v _ ) 2 |n - 0 |ds + ( ctu , w ), 

即证恒等式 (4.55). 

在 (4.53) 中取 v = 叫，利用恒等式 （4.55) 和 Schwarz 不等式，我们得到 
\ ' i\ ds + ^ u h,^h) - \j r 9 2 \nL-0\^s 


(f,u h ) < - {(TU h ,U h ) + C\\fW 2 . 


由此引理便得证. 

对于上的分片光滑函数 r ， 定义如下范数 




定理 4.3 设 u 和 u h 分别是问题 （4.48) 和 （4.50) 的解.飯设 w e H r ( il ) , r > 
1,则当 h 足够小时如下估计式成立 


||« fc -«!U<^-5|| u || r . 


(4.57) 
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定理 4.3 的证明见 [37]. 起先， P. Lesaint 和 R A. Raviart 在文献 [35] 中对上 
述间断有限元法进行过理论分析.其后，文献 [36] 和 [37] 改进了 [35] 中的理论结 
果，使收敛速度估计提高半阶(关于网格参数 A). 文献 [38] 研究过非线性涡度传输 
方程的间断有限元法，证明了近似解在范数 （1 $ p £ +oo) 意义下的稳定性. 
文献 [52] 将间断有限元法应用到 Tricomi 问题. 

一阶双曲和非线性守恒方程 

先考虑如下一阶线性双曲方程式的初值问题： 


u{a:, 0) — u °( x ) , —oo < ac < do . 


(4.58) 


给定 /i > 0,记％ = jh , x J+ , = I j = 取作为单元.构 

造由分段多项式组成的有限元空间 


V h = { v & L 2 { R ) :在每个单 元乃上 《是次数不超过 r 


的多项式}. 

在区间心上，用函数 v € V h 与方程 (4.58) 两端作内积乘，利用分部积分公 
式，可得 



du 

di 


vdx a 


} h 


dv 

dx 


d 忠 


(4,59) 


-ffl{w(a： i+ i)w(x i+ i)- u(^„i)r)(x^_i)} = 0, 


此式将是建立间断有限元法的出发点.然而，由于函数 u (试探函数）和 t) (检验函 
数） 在乃 的端点 x j ± i 处是间断的，因此 （4.59) 式中的函数值 (巧 ± 纟）必 
需加以说明、进一步规定. 2 

用 w 7 ^ , w+ +i 表示函数 w ( x ) 在节点 x j+h 的左极限值和右极限值.以下， 
对于公式 (4.59) 中出现的端点函数值作如下 规定： 

1. 对于函数 r ， v ( x j ± i ) 恒取为 w 在心内侧的极限值，即= v +_, , 
咖 i+J) = v J+i - 

2. 对于函数 u ，基于特征线的走向，规定 u ( xj ^ i ) - u(x^ + i) = uf + y 

将外 中函数限制在 & 上构成一个局部空间，记为 V h (Ij) ,其维 2 数是 r ■十\ . 

适当选取 V h (/j ) 的基函数他 ，办) ，并设 


7- + 1 

U/i(x f t) = 〉： "j，i ⑷ ^ ^ 

i=i (4.60) 

Uj = {Uj,U ^j,2, ■ ■ * J ^j>+l) T 
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第四章二阶波动方程和一阶双曲方程组的数 值解法 


用表示式 (4.60) 取代 （4.59) 中的函数 u ,并依次地取 u 为基函数 
…,则可推导出如下块状的一阶线性常微分方程 

M 孕•- - BUj ) = 0 (4.61) 

dt h 


其中风洗月为 （r + l ) x (r + 1) 阶矩阵， M 是非奇异的（质量矩阵)，故 M - 1 存在. 

半离散问题 （4.61), 可以通过进一步差分逼近得到全离散格式.作为特例，考 
察 r = 0的简单情形，即空间 Vk 是由分段常数构成的函数空间，此时 (4.59) 式左 
端第 2 项为零，而 （4.61) 则为 

莘 — l(u i+1 - U,) = 0 . 

若将其中关于 f 的导数项用向前差商 近似： ^ a 巧广 ，那么得到大家所熟 
悉的关于方程 (4.58) 的迎风差分格式 


up +1 - 

At 


a 

h 


(^; + i 


- Uf) = 0 . 


(4.62) 


下面再来讨论间断 Galerkin 有限元法对于非线性双曲守恒律的推广. 
考虑如下一维非线性守恒律的初值 问题： 


8u df(u) 
dt + dx 
w(x, 0) = u°(x) 


0, 


—oo < x < oo t t > 0, 


(4.63) 


如前，取定节点 + 2 ^--, Xj = jh , Ij = 代表单元. 

外仍然表示由次数 fr 的分段多项式构成的有限元空间.这里，目的是寻求何题 
(4.63) 的近 似解叫 0 M ), 对每个固定 t , u h ( x , t )€ V h . 苢先定义 初值叫 卜， 0) , —个 
合理的选取是将 ^(^,0) 定义为函数 u °( x ) 在空间 R 上的 i 2 投影 s 此时 ii h ( x ,0) 
在八=上可由下式局部地定义 


( u^(x,0)i»fe(a:)da; = [ w°(x)v h (x)di , v h £ V h (Ij) . (4.64) 

Jij Jh 

当 f > 0 , 为确定近似解叫 (: c , t ), 类似于先前的作法将从如下积分方程出发去 
建立求解的计算格式 ■ 



du h 

~dt 


v h A.x- I f(u h )(v h ) x da: 
J h 


+/(tifc) Vh = 0, 


(4.65) 
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在方程 （4.65) 中，右端两项厲于在单元乃内的积分，其含义是确定的，可以 
准确地或者借助数值积分公式计笕它们.但是=此方程中的另外一项，由于函数 
叫和如 在端点 x j ± , 处的间断性，所以它们在端点处如何取值是需要进一步确定 
的.这里，称 /( 叫(.，*))为数值流通量. 

在 [41][42](B.Kockburn & C.W.Shu, 19的）中，借助积分方程 (4.65), 融入高分 
辨率有限差分法和有限体积法中如数值流动量、 Riemann 解、 TVD 和限制器的思 
想、概念，提出了求解非线性双曲方程的一些新颖的计算格式，将间断有限元法成 
功地应用到非线性双曲守恒方程的求解问题. 

关于积分方程 (4.65) 中边界值那一项的明确定义，其中如 (_,t) 为检验函数，所 
以 ^ h { x j ± k , t ) 取为叫 在乓内侧的极限值，剩下只需给出数值流通量 
的定义即可.借助高分辨率差分格式的数值流通量的形式，可定义 

f { u h )( x j+i ) = f { u ^( x j + i ), u +{ x j + i )) (4.66) 

其中 

lim Uh(x) , u 方 = lim Uh(a:). 

类似地， 

(4.67) 

这样一来，只要给定函数 fO, b ): R 2 ^ R , 由方程 (4.65) 便可确定方程 (4.63) 的一 
个半离散近似.由此和由 (4.64) 给出的初值便可确定 u k ( x , t ) ， i > 0.称 / i：a，fc ) 为 
数值流通量函数. 

最后给出几个常用的数值流通量函数. 

(1) Lax-Friedrichs 型： 

P F (a, [ f ( a ) + f ( b )- C ( b - a )), 

1 (4-68) 

C = max |/»| . 

ID-f «°(x)<fl<3Up 

(2) Engquist-Osher 型 2 

pb po , 

f [ a ， b)=^l min(/^(s),0) ds + / max(/'(s),0) ds +/(0) ■ (4.69) 

jo 

(3) Godunov 型： 


严 ( a , 6) 二 






/(«) 1 


a<b , 
a > b . 


(4.70) 
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第四聿二阶波动方程和一阶双曲方程组的数值解法 


至此完成了问题 （4.63) 的间断 Galerkin 空间离散化.类似于前面讨论过的线 
性问题(/ {«) = ~ au ), 借助空间 Vhil ,) 的基函数可将 (4.65) 写成常微分方程组的 
形式，其中质量矩阵 M 是一个低阶的非奇异矩阵，逆矩阵 M - 1 可通过符号运算 
或手货求出，最后所得常微分方程组可表示为 


= L h ( U h ), t >0, 
U h ( x ,0)= P o u o ( x ) eV h> 


(4.71) 


其中丹 表示在子空间私上的 i 2 - 投影算子， L h ( U h ) 是间断 Galerkin 空间离散中 
对于 _ d x f ( u ) 所生成的一个逼近. 

关于半离散问题 (4.71) 的求解， [41] 和 [42] 中建议采用如下 fc - 级显型 Rungfr - 
Kutta 方法，其计算步骤与公 式为： 

1. 令 4°) = <; 

2. 对 i = l ,2, …， fc , 有 


1-1 

+0 aAtL h ( ufj ); 

1 = 1 


3,令 < +1 = uf ), 

其中办为非负系数.这种方法属于向前 Euler 方法的凸组合.通过对于线性 
模型 f ( u ) = cu 的分析，可以得到上述全离散格式的 Von Neumano 条件 （ i 2 稳定 
的必要条件） 是： 


对于 A : = 2和 fc = 3情形上述 Rung ^ Kutta 方法的系数分 别为: 



1 


1 

= 

1 1 

-2 2- 

.(fti) = 

-° i 


和 



1 


1 

( ecu )= 

3 1 

4 4 

1 2 

L 3 3 J 

^ Wil ) - 

n 



0 0- 
L 3 J 


它们分别属于二阶和三阶精度显型格式， 

对于非线性守恒律的间断解（如激波）的计算，实践表明，在计算格式中引入 
坡度限制器对加强稳定性、控制伪振荡有很好的效果.下面介绍一下坡度限制器 
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An h 的具体作法.令叫= M [ h v h , 对于分段线性函 数叫： 

+ (^ - 

其中％代表 Vk 在 fj = [^_|,x j+ i] 上的平均值 .van Lee ㈣ 在其 MUSCL 格式中 
引入了如下坡度限制器 

叫 =vj + ( x - xj)m ^ x , 3 -, ^ J+ ^~ Vj , V} :〜 -1 )， ( 4 - 72 ) 

其中~ x H i - Xj_l, mimnode 函数 m 定义为 

S min | a n |, 当 c ^, ce 2 , a 3 同符号， 
m ( ai ， a 2 ， a3 )= < 似 1 ’ 2 , 3 (4.73) 

、 0, 否则， 

其中 S = sign ( ai ) = sign ( a 2 ) — sign { a 3 ). 后来， Osherl 50 ' 给出了如下修正的坡度限 
制器 AU {, 即令 

^ h\ii =vj + ( x - Xj )m 卜 /义;' Vj ^2 ^ ' 

此式又可改 写为： 

u h tj +^ = + m ( w ~+i - vj , Vj +l - v h vj - Vj - i ), (4.74) 

m (^J - v /_i - f j+i _ 5 ，丐一丐 -i). ( 4 . 75 ) 

对于一般的函数仙， 令 vi 为函数％在分段线性函数空间上的 L 2 投影，那么 
在区间上这样来定义叫= AlUvfi : 

(1) 利用 （4.74) 和 (4.75) 计算 ^ T +i 和 n + i； 

( 2 ) 如果 M 7+4 = w i +4 且= <_ i ， 则令叫 k = v hU /, 

⑶否则，令叫 = A 5 n ^. 2 ^ 

上述限制器是利用局部平均总变差来设计的，称作 TVD 型限制器，它在远离 
极值点的地方能保持近似解叫的原始精度，但是在极值点 （如的一 阶导数为零的 
点）附近会失去精度.为了某种程度上弥补这一缺陷， 太献 [51] 建议采用一种修正 
的 mimnode 函数 m 代替一般坡度限制器中的函数 m, 即 

. \ « i . 当 l«ll < MA ], 

m(ai,a!2,a3) = < 

( m ( ai , a 2) a 3), 否则， 

其中 M 是函数处于局部极值点处的二阶导数的上界. 




第五章谱与拟谱方法 


谱与拟谱方法是以三角多项式（或其他正交多项式）为基函数的 Galerkin 方法 
或配贺法.这一历史悠久的数值解法，在快速 Fourier 变换出现（ I % 5 )之后获得迅 
速的发展，成为近似求解偏微分方程的重要方法之一.谱方法的最大魅力是它具有 
所谓“无 穷阶” 的收敛性，即如果原方程的解无限光滑，那么用适当的谱方法求 
得的近似解将以 iV - 1 的任意次幂速度收敛于精确解，这里况是所选取的基函数 
的个数.此方法已广泛应用于物理、力学.大气、海洋等领域的科学计算，其数值 
分析理论也基本上趋于完善（参看 [60] 、 [61]). 在本章中，§ 5 .1介绍投影与插值算 
子及其通近性质，这是谱与拟谱方法的基础；§ 5 .2以热传导方程的初边值问题为 
例，介绍谱与拟谱方法及其理论误差 估计； §5.3 介绍谱（拟谱）方法对两个一阶偏 
微问题的 应用； §5.4 介绍离散 Fourier 变换的快速算法. 

§5.1 投影与插值算子的逼近性质 

Fourier ( 三角多项式）逼近 

设 = span{e 如 , -N <k<N -1}, i= v^. 则知为次数 S # 的三角多 
项式所构成的函数空间，其维数是 2 JV . 用 g (0,27 r ) 表示由 2 tt - 周期函数构成的复 
L 2 - 空间，其中内积和范数为 

广 2ir 

( u , v ) = I u { x ) v { x ) dx , Vw , v G ip (0 i 27 t ), 

Jo 

IMI = (乜 ，从 )[ 

对任意 U e L 2 p (0 7 2^), 存在 P N U £ S N 使得 

(Pnu,v) = (u,v), Vi; e 5iv, (5.1) 

称为奴的 Fourier 投影， 算子 P N : L 2 p (0^) S N 称为 Fourier 投影算 

+oo 

子.由函数系 { e ikx } 的正交性： ( e ikx , e ik，x ) = 6 kk >, 如果 u = 〜如 ( z ), 则 

長= 一00 

N -1 

Psu — ^ 立 k < h (^ h 其中 4> h {^) = 这表明 Fourier 投影实际上就是《 

h^=—N 

的 Fourier 展开的截断. 

在讨论 Fourier 投影的逼近性质之前，需要介绍一下关于周期函数 Sobolev 空 
间中范数的两种定义及其等价性 • 对非负整数 m ， 记号 / f -(0,27 r ) 代表无穷次可微 
2 tt 周期函数类 C ^°(0, 2 7 r ) 按 H m {0,2 w ) 的范数完备化所得到的函数空间，显然它 
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是 ff m (0,27 r ) 的子空间.对于 u e F ^(0,27 r ), 它在 Sobolev 空间 H m ( 0 , 2 ^) 中的范 


数为 


IMI/f™(0,25T) = 



i ㈦ ⑷ | 2 da : 


(5.2) 


uW 代表 u 的阶广义导数. 

此外，利用 w 的 Fourier 系数 { G fe } 又可引进如下范数（应用更加方便的一 种)： 

{ +OQ 'j 3 

E (i+ifci 2 n^i 2 - (5.3) 

fe =— oo ) 

由于 (e ikx y = ike ikx , 并注意到 

^ ： (i+ i * i 2 r < \k\ 2m <(i + ifci 2 r , v 整数* / o, 

不难 证明： 存在不依赖于 u 的正常数和 c 2 , 使得 

Ci||u||j/™( 0 , 23r ) S H«||m < C 2 ||w||fl™( 0i2 ^) (5.4) 


这表明范数 II ‘ IU 和 II • 叫在 if ™(0,27 r ) 中是等价的.利用 (5.3), 对于一般 
的实数 M 2 0,可定义空间 ^(0,2^), 其中的范数和半范数分别地定义为 


NU =( 2 (i + lfclW ) 

\ fe=—oo / 

\ k^-oo / 


(5.5) 


对于 u E H ^(0,27 t ), 因 du/dx = Y, ^ke ikx , 可见 d / da : 和 /V 是可交换 

h=—oo 

的，即有 


l ( P N u )= P N (^y 

定理 5.1 对任意0 f /i f 存在常数 C 使得 

|| u - Fjv«IU < CN^lu^, Vue F ；(0,27 t ). 


(5.6) 


(5.7) 


证明 设 0 S M S A 则有 

卜 p—I 卜乙 （ i+ifci 2 mi 2 

lfel >^ 

<2^ \^\ 2 a ~ 2{ tT ~^ k \ 2 < 2^ N 2 ^- a \ u \ 0 . 

\^\>N 
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引理 5 .1 (逆不等式）对任意有 


第五章谱与拟谱方法 


bivliy < iV t,_,1 |ujv| M , Vv^ e 5 jv ， (5.8) 

它的证明与定理 5 .i 类似 . 根据引理 5.1, 也有 || VjV ||, < 卜 k V 咖 e 

S.v. 

再来讨论 Fourier 插值算子 . 

设 ; Ej. = jft, j = 0,l, •• - ,2N-l, h = n/N, 对于 w € C 0 ([0,2 tt]), 如果 I N u e S N 

满足 

Iffu{xj) = u(xj), j = 0.1, ■■- , 2N — 1, (5.9) 

则称它为 u 的 Fourier 插值，心： C°([0, 2tt])-> 5 N 称为 Fourier 插值算子 . 

引进如下离散内积与范数 

2JV-1 _ 2jr 

( w) h = ft k= ^7 

i=° (5.10) 

Uplift — ( u ) u )h ^ 

不难验证 Fourier 插值算子的下列性质： 

N-1 

(i) 若 /㈣ 二 1 Si^/ ： (ar )， 则紅 = (u, <^ k ) h \ (5.11) 

k^-N 

(ii) I^v = t?, Vv G S^\ 

N-\ — 

(iii) (I N u,I N w) = [u,w) h = ^ Uk-m ； (5.12) 

h=-N 

(iv) ||/iv(uuF) < \\u\\ L ^ ||/a^|I‘ (5.13) 

此外 》 尚有如下混迭 (aliasing ) 公式 

+ QO 

«ik = Ufe + u k+j 2N, - N < k < N - 1, (5.14) 

— ac 

j 种 

〔以上内容可参看 [61], 第三章 ). 

定理 5.2 0 < / < m, m > i 则对 & 意 u e 丑广 (0,2tt), 存在与 u 和 N 

无关的常数 C 允许依赖于 m, 使得 




(5.15) 




§5.1 投影与插值算子的逊近性质 


证明设《卜）= t 由混迭公式可知 


I N n{x)= + E £ 

\M<N \k\<N \ i 


从而有 


u ⑷一 I^u{x) = ^2 Wjfee tfex - ^2 X) ^+ 2 aN 

iV \h\<N \ a =-« } 


\\u{x)-I N u^)\\ 2 i< X> + W 2 )W + 

\k\>N 

2 

十 oo 

(1+ |^| 2 ) ； ‘2 aJV • 

关于 （5.16) 右端的第一项，易知 

^ (1 + w 2 ) 1 !^! 2 < CN 2 ^ E (1 + W 2 n « ft | 2 

| fc|>Ar | fc|>W 

< CN ^ l ~ m ^ V | fe | 2 m | u fe | 2 

|fe|>JV 

< ca ^ K . 

下面来估计 （5.16) 右端的第二项.首先，由 Cauchy 不等式 


£ Uk + 2 sN < < £ (l + jfc + 2 S iV | 2 )- 


(5-16) 


I (l + \k + 2 sN \ 2 r \ u k+2AN \ 2 

I «=—oo 

L > 

注意， 当 |fc| S w 和 S > 0 时，因 fc + 2；»iV 2 (2 a - l)iV, 故知 (l + |fe + 2 s JV| 2 )' m < 
(1 + ((2 卜 l)N) 2 )~ m < ({2a - l)N )~ 2m , 于是有 

+oo +«j 

E(1 + |fc + 2sAf)_ m £ N~ 2m Y^( 23 - l)' 2m . 
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第五韋 谱与拟谱方法 


1 

已知，当爪> &时， ^(以- i 〕- 2 m 为收敛级数，它是一个常数.再对 ifcisAT 和 
s <0 的情形进行类似的讨论，即可 证明： 

+ OQ 

(14 - |fe + 2 aJV| 2 )^ m < CN ~ 7m . 

E= — <X 

B^O 


这样一来，可以得到 

2 

+oc 

^ k +2 B N 

3=—oa 
a 一 O 

+oo 

< Y , (l + |fc + 2* iV | 3 ) m |« j ;+23! v | 2 

+oo 

< CJN 2 ( l _ m ) EE + 28 州 2 讲 | 知 +2 心 | 2 
\k\<N - 

< CN 2 ^\ u\l 


E u + i ^ i 2 ) 1 

\ h\<N 


此即 （5 A 6) 右端第二项的估计式.至此，定理 5.2 证毕. 

Chebyshev 多项式通近 

作为 Fouriei ■(三角多项式）遥近的一个重要补充，下面介绍 Chebyshev 多项式 
M 近，它对于求解非周期边值问题有特殊的用途. 

Chebysbev (第一类）多项式为 


T k { x ) = : cos ( fcarccos _] t x ), —1 < ar < 1 

/c = 0,1，…. 


(5.17) 


这里， T 0 ( x ) = 1, Ti ( x ) = T 2 { x ) = 2 x 2 — 1，， - 利用变换 a : = cos 沒和公式 

cos(k + 1)6 + cos(^ — 1)^ = 2 cos 0 cos k$ 

可得如下递推关系式 

Tk ^- i ( x ) = 2 xTh ( x ) - Jjfc _ x ( a :), fc = 1，2, - ” ， 

已知，{巧⑷}是区间卜 U ] 上以 a ；0 c ) = ( l - 为权的正交函数系.事 
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实上，若令 a ： = cosO , 则有 


T n ( x ) T m ( x ) 


Vl — x 2 


zdx 


cos n^cos m9d6 


0, 

7 T 

2' 


〆 n ， 

-n > 0, 

- 7% —■ 0» 


因为 TAX - i ) fc r fc (-砟 故知： 当 fc 为偶数时，％⑷是偶函数，而当 a 为 
奇数时， r fc ( aO 是奇函数.另外. TfcOc ) 具有以下常用 性质： 


| T fe ( ac )|< l , * G [-1,1], 

T fc {± l ) = (± l ) fc , 当 时， 

Mdfc 2 ， ie [-1,1], 

r : (土 1) = (±1)屮， 


并有表达式 




T k {^) = x 


(^ ~ j ~ 1)! 
J'!(A - 2j)\ 


{2x) k ~ 2j , k>l. 


讨论 Chebyshev 逼近问题，需要借助带权的 Sobolev 空间.记 ^(-1,1) = 
/ C ⑺为以^} = ( l - x 2 )- i 为权的 m 阶 Sobolev 空间，其内积和范数分别定义 

为 m 

(« ，《 W / 二 [j (a:)u (fc) (a:)w(a:)da;, 


k =0* 

IMInv 


( ti , 


而记 Ll{I ) 的范数为 


IMI 咖 )=( 乂 |«001〜(《)如) 


,1 <p < +oo. 


当 p = 00 时， 


||w|k~(/) =esssup|u{x)|. 

X^I 

可以证明.町⑺为 Hilbert 空间，而 LZ(I)> I <P< +oo,p / 2 为 Banach 空 
间.这里 K{I) = Ll{I), {T k (x)}^ =0 构成空间 Ll(I) 的一个完备的正交基底.简 
记 ( t ) o ,« = (‘ i‘m = ii . IU - 
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第五章谱与拟谱方法 


设 +) e Ll(I), 它的 Chebyshev 展开为 u ( a ：) = 其中砷= 

k=0 

f u { z } T / j ( a :) iA ；( x ) d ^, cq = 2, = 1 当如彡 1. 不难证明 

^c k J^\ 

的 I' 

k=0 

N 

令 P ^ u ( x ) = y ^^ Tfc ( ar ), 即 P ^ u 为 u 的 Chebyshev 展式的 JV 阶截断 ，设 Pjv 代 

tc—Q 

表所有次数 S iv 的多项式构成的空间，则 P ^ iePN 满足 

= (u, u) w , W e P". (5.18) 

换句话说，作 u 为函数 ti 在 P N 上按 Ll { I ) 中内积的正交投彫，并称作： 
L 2 JI) 4 P N 为 Chebyshev 投影 兑子. 

定理 5.3 设 w £ H^{I),m, ^ O.P^u 为 u 的 Chebyshev 展式的 JV 阶截断， 
则 

||«- < CW_ m HU …， (5.19) 

其中 C 是与 AT 和 u 无关的常数 . 

证明利用变换 x = co&G, 并令 u *(0) = u(cos6),0 < 0 < 2 -k, 则可在 1%{1) 
和 g (0,27 r ) 中的偶实函数之间建立同构 u ㈠V ,此同构还可扩展到和 

#( 0 , 270 之间.由于^ 所以有 

< c\\u]\ m ^. (5.20) 

仍用&表示 Fourier 投影算子，即 

( 十 oo 、 N — 1 

Y, 如叫 = E ikeike - 

Aj; — oo / k= — N 

不难 看出： （戶 »• = Pjvti*, V«e Ll(l ). 那么由定理 5.1 和 (5.20) 可得 

||w - = ^||w* - -fV uH， IU 2 (0,2jr) 

< cjv ^ ihu ,,,, 

定理得证. 

上面利用 L 2 JI) 与周期函数空间 L 2 p (0,2ir) 的同构关系得 Chebyshev 投影误差 
的圮⑺-范数估计，此估计与 Fourier 投影的误差估计是同 等的. 然而对于 
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的 H l M )- 范数估计则要复杂得多，结果（即误差阶）也不如 Fourier 投影的相应结 
果好.这里，仅引述如下结果（证明和进一步讨论见 [61]). 

定理5_4 设 m > 1,0 幺 Z f m ， 则对任意 u e 町(/)，有 




CTVt —|| u || miW , 


i > l , 

0 < i < 1. 


(5.21) 


最后介绍一下 Chebyshev 插值逼近. . 

设 u ( ac ) e C °[- l , l ], Iivu{x) 代表以; Ej = oos ^, j = 0,1, ■■ - ,N 为插值节点的 
JV 次插值多项式，即 满足： I^uixj) = u{x j ),j = 0,1,-■■ ,N. 由于 {巧} 互异，故 
存在并且惟一.将表示为 


N 

I c N u { x ) = (5*22) 

称此为函数 u ( x ) 的 JV 次 Chebyshev 插值多项式.显然， 

N 

uixj ) = Y ,^ lTk ( xj ) (5.23) 


其中系数 { U %} 称为{«(%_)}的离散 chebyshev 变换. 

对于任意 u , v € C [- l ， l ], 定义离散内积及范数 

N 

( u , v) N = ' Y ^ u ( x j ) v ( x j ) wj , ||«||^ = ( u , u )^ ( 5 . 24 ) 

Jb =0 


其中 = ^:， Wj - ^,1 < j < N . 注意，上述 A = cos 异和％ (j = 0, 1, …， JV ) 
恰好是 Gauss-Lobatto 求积公式的节点和权系数，该求积公式具有 性质： 对任意 
卩⑷ e P2N - 1 ， 


N 

= 

j =0 


j p(x)cj(a:)dx. 


(5.25) 


下面给出求码的计算公式.由 （5.23) 有 


j =0 j =0 fc =0 

N N 

fe-o j=o 
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当 fc + sf 2 JV-l 时，由 （5.25) 知 

N 

Y^Tk(xj)T a (xj)uj = / T k (x)T JI {x)Lj{x)dx 

J=0 ^ -1 

N 

j=0 

= ^ ks^kt 

而当 k 十& = 2 N 即 A: = s = iV 时， 

N N 

= 

j=0 j =0 

这样一来，我们得到 

1 N 

= (u,T k ) N = — ^uix^Tkix^ajj, (5,26) 

j=0 

N 

其中 r fe = y ；( T fc (^)) 2 ^. 

j=€ 

( S . 23 ) 和 (5.26) 给出了 MM }; 与 {^}^ Lo 之间的转换关系.此外，关于插 
值系数碑亦有下述混迭公式 

+ f (5-27) 

k 1>N 

这些特征都与 Fourier 插值的情况十分类似. 

关于 Chebyshev 插值的误差估计有如下结果. 

定理5. 5 il ue > 1,则有 

||«- /^«|||,. < CA^-lulU#， 0< l < a . (5.28) 

作为本节的结尾，介绍一下多项式的逆不等式. 

定理 5.6 对任意在 G P W , 有 

II 洲 卜专 ||0|| 以⑴，当 1£ pS 9 5 +oo (5.29) 

和 

ll^lltSfn ^ ，当 r>l, 2 <p<+ TC . (5.30) 
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§5.2 谱与拟谱方法 


本节以热传导方程的初边值问题为例介绍谱与拟谱方法，包括甩 Chebyshev 配 
置法求解非阔期边值条件的问题.这些方法都是用于空间变 fi 的离散化，即构造问 
题的半离散近似，至于时间变量的进一步离散化可沿用第二章已介绍的方法. 

Fourier-Galerkln 方法（谱方法） 

这里，考虑热传导方程的周期初值问题. 


- u xx = f ( x , t ), 0 < x < 2 tt , 0 < t < T , 

u (0, f ) = w (27 r , t ), 0 < t < T , 

= u °{ a ;), 0 < a ; < 2丌， 


(5.31) 


其中 e ^(0,2 tt ). 由第一 章定理 l.i 可知，当 e ff *(0,2 jr ) 和 / e 

i 2 {0, r ; i ^(0,27 T )) 时，初值问题 (5.31) 存在惟一解 U ( M )， 满足 

«€ L 2 (0 t r ； H^ 2 (0,27r)), L 2 (0, T; if ； (0 3 2tt)), 

设 Sw =^ Spa . n { e xkx : —N < i : < AT — 1} 5 则问题 （5.31) 的 Fourier-Galerkm 近似 
为求 Myv (^) ^ Sm -, 使得 


((^jv)t - {uiit) xx — 0, Vr e S N ,0 < t<T, 

u/v(0) — P^vw 0 . 

N-l 


(5.32) 


若令 u N ( x , t )= C k ( t ) e ikx , 将它代入 (5.32) 并取 w ^ '由 { e ^}；^ 的正 
交性可得 

Ck(t) + k 2 CUt)~ A(t) = 0, 0<t<T, 

(5.33) 

C fe (0) = («°)； ; - N < k < N - l . 

它是一个以为未知函数的一阶线性常微分方程组，其中厶 ⑴和 ( U 0 ) fc 
分别为 /( •⑷和 u %) 的 Fourier 系数.由 （5.33) 求出系数 { C ^)} H V 后，便可 
得到问题 (5.31) 的近似解 u N (x,t). 

再来讨论一下近似解与问题的 精确解 nta ：,*) 之间的误差.设- 
Pnu = B , Pnu — u = p ，则设满足 


($ t , v ) + (9 X ,V X ) = (pt - pxx , v ), Vu € S N . 

注意到 P , 和与 SW 正交，故上式右端为零，于是若令 i > = 6 可得 


(5.34) 


Id 

2 dt 


肿 ⑴ f + || 黾⑴|| 2 = 0, 




再由两端对 t 积分，则得 
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剛" 2 + 2^队(谓扣=|_)|| 2 . 


由于 6)(0) =邮⑼— P N u ° = 0,上式表明||^(*)|| = 0,对所有 * > 0. 这样一来，由 
P N u 的通近性质有 


l|wjv(-,t)- w(-,i)|| < IW*)il + 1_)|! = lip(*)ll 
-| 卜⑷一 ^JV«(*)|| < CiV- m |Kt)|| m . 


(5.35) 


此式给出了 Fourier-Galerkin 近似解按 Z 2 (0,27r)- 范数的误差估计. 

Fourier 配置法（拟谱方法） 

仍以问题 (5.31) 为例.在区间 [0,2 tt ] 上选取节点（配置 点）％ =分， J_ = 0, 

Ott * 

1,… , 2 N ~ 1 , 其中那么求解 （5.31) 的 Fourier 配置法为求 u N (-, t ) € S N , 
使得 


((ujv)t - {««■)** - f ){ xj , t ) = 0, 0 <t < T , 
u N ( xj , Q ) = u °( xj ), J. = 0, 1, … ,2iV - 1, 


{5.36) 


此即要求近似解在各个配置点处满足方程和初值条件.利用离散内积 


{ u , v) h = h ^2 


定义式 (5.36) 又可改写为 


((««■)« - (WAT)*® _ /. v )k — 0, Vv e S N ,0 < t < T , 

Uff ( x , 0) = In [ U °( x ). 


(5.37) 


若令叫(:^)= D 如, fcO 气其中 


«AT,fe(0 = (u N ,e ikx )h ~h 


(5.38) 


J ] u N , k ( t ) e ik ^ 

A：=—iV 


(5.39) 
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和 

N-1 

( u N ) x ^ j , t ) = - k 2 u Njk { t ) e ' k ^. 
k^-N 

将和 （ ujv ) m 的上述表示式代入（5.37)，可得 

| UN.kit) + fe 2 MJV, fc (t) - (/, = 0, 

1 5WW = ( 作， -N<k<N-l. 


(5.40) 


(5.41) 


关系式 （ S . 38 ) 和 (5.39) 给出了 {叫(〜,0}$ -1 (物理向量）和 {^, fc (0} r = T-V 
(频谱向量）之间的转换公式， t 被视作参数.通常称 (5.38) 为离散 Fourier 变换， 
而 (5.39) 则是它的逆变换.离散变换 （5.38) 和 （5.39) 均可通过快速 Fourier 算法 
( FFT ) 实现 ■ 

比较一下定义式 （5.32) 和 (5.37), 可以看出，拟谱方法与谱方法的不同之处就 
是将 (5.32) 中的内积 （•,•） 改为离散内积 {•,•)/.. 

从定义式 (5.37) 出发，仿照谱方法的论证和利用 Jjv 算子的性质，不难证明拟 
谱近似解满足与前面已证明的 Fourier - Galerkin 法同等的误差估计式，即 


IK(-,t)- < CAT--j|u(.,t)|U (5-42) 

其中 C 是与 iV 和 u 无哭的常数. 

Chebyshev 配置法 

前面用 Fourier - Galerkin 法和 Fourier 配置法构造出含周期边值条件： u ( a ; 十 
27 T , t )= U { x , i ) 的热传导（抛物方程）问题的离散近似.如何将谱（拟谱）方法推广， 
使之适用于非周期边值条件问题是人们颇为关注的一个研究课题. 

现在考虑如下形式的初边值问题 3 
* 

u t — u xx — /(x ， 龙 ) ， 一 1 < a: < 1 ， 0 < ^ < T, 

4 Bu = 0, a: = 土 1 ， 0 < £ < T, (5.43) 

= ti °( a :) ? — 1 < x < 1. 

其中= 0代表在区间 [-1,1] 端点^ = ±1处指定的边值条件（一般的属于非周 
期条件).作为特例 ， Bu = u 情形为 Dirichlet 边值条件，而情形〜则属 
Neumann 边值条件. 

于此，在区间[-1，1]上选择配置 点：〜 = cos;，j = 0，1，…， 这是以 

i ^( x ) = . 为权的 Gauas - Lobatto 求积公式中的节点，该公式中的权系数为： 
Vi ^ X 2 
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u k = ^,k = l ,2, ■■- , N -1, w q ^ w n = ^. 然后，按 配置法 的原理定义初边值问 
题 (5.43) 的下述离散化近似：求 u N {； t)e Pjv，t S [0,T], 使得 

((ujv)t - ( ujv )** - = 0, 1 <j <N — 1, 

Bu ( xj , t ) =0， j = 0,1， （5.44) 

wjv(a ： i ， 0) = u 0 (xj), 1 < j < iV - 1. 

N 

设 U ! v ( x , t ) = 5ZuAr ifc (t)T fc (a;), 其中 

fc =0 

1 f 1 

^N,fc(0 -- / «iv(a ； ^)Tfc(a:)dx, (5.45) 


ca ： = 1, 当 A: > 1, Co = 2, 

N 

下面讨论对 $ 微商的 Chebyshev 展开.为简化记号，设 D uMx ), 

k =0 

N N-l 

则衫⑴⑷ = u \ x ) = y^tlfcTfe(a:), 因以⑴⑷ e Pn — 1，故可令奴⑴⑷ =E 


迅⑷ =^T 1 ^ 1 ⑷ - k^l T，k ~ l{x) 


可知 

CkU 1 ^ = «i+2 + 2(* + l)u fc+ i, 0< k < N - l . 

因 4 1 ) = 0 当 * 2 况,故可利用上式以递减的次序逐个算出 u ^ l ,, 
一般地，有 

c fe ui < l ) -4 ? i +2 (A + l ) wiVi 1) . 


特别由 


4 2 ) = + E P ( P 2 _ 

Cfe , = 4+2 
P+k 为偶* 


(5.46) 


可得二阶导数 u ⑺(: e ) 的 Chebyshev 展开. 

将 u ^ t ) 及其导数的展开式代入 (5.44), 则得关于谇 jv,itW}t Q 的一个一阶 
线性常微分方程组，相应的初值条件为 


*N，fc ⑼=心， 0< k < N , 

N 

其中 W°)5T 是/>° = ⑷中的 系数. 当解此初值问 题求出 ^jv, fc (*)}lo 

As =0 
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之后，再用逆变换《^(巧4 = £6；~^)巧(％)即可得所需的近似解，于此可以借 

fc =0 

助类似于离散 Fourier 变换的怏速算法得以实现. 

最后，仅就 Su = u 即 Dirichlet 边值条件： u (± l y t ) — 0的情形，讨论一下 
Chebyshev 配置法近似解的收敛性和误差估计. 

记 Xw = { u ( x ) € (士 1) = 0}. 引用前节中定义的离散 内积： 

N 

( n , w)jv = ^ u ( xj } v ( xj ) ijjj ^ Vu , v 6 C [— l , 1], (5.47) 

k^D 

其中 {〜} 和 {%} 是 Gauss-Lobatto 求积公式的节点和权系数 _ 此时，可将 Cheby ¬ 
shev 配置法的离散化方程写成 


( Wiv )« - {^ n)xx - f , v)N = 0 ， Vu €. X Ni t > 0 , (5.48) 

(iiiv,u)iv = (w 0 ,v)iv, W e Xn , t = 0 . (5.49) 

设 u ( x , t ) 为热传导方程 Dirichlet 问题的真解.令 R N u (^ t ) e X N 是由下式所 
定义的 W ) 的“椭圆投 影”： 

((Rn^)xjV x ) n = -(U 叹， +， Vi; e (5.50) 


由于对任意 w e X N , 


N 


{u x 7 Vr X ) AT = ^ ^ j ) ^j j 

j =0 


( u x ) 2 wdar >0，当 w / 0 


因此办<， t ) e Xjy 可由 （5.50) 惟一确定，并且有理由相信 R n u (^) 是真解 u ( M ) 
的一个足够好的近似.现在，将作为一个中介，考虑邮与丑心之间的 
距离即~ = Ujv - Rn 1 ^ € Xn , 显然真解满足 

{ut - u xx - f 7 v) N - 0, Vv € X Nl (5-51) 

将 （5.4 S ) 减 (5,51) 便知心满足 

((沒 iv)e 一 {^n)xx,v)n — -((iijvu- u) ti v) N + ((Rnu - u)^,v) N 
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在上式中取 u =心^，并注意到 


N 

j =0 




(0 jv ) lu>dx > 0, 


可得 

，⑷""去 IIM . 

< (||(i?JV« - w ) i||jv + IK - R^u - u) ai ||jv}pAr(t)|iN, 
消去公共因子后再对 t 积分，便得 



||^iv(OI < "0JV ⑼ | N 

+ / (IK^ATW - w)i||iV + \\{Rn^ - ^0:)11^)^, 

Jo 

(5.52) 

其中 

1 如⑼ II" = \\I^° - RNn 0 \\ N < C\\I c N vP - R n u q \\ w 

[5.53} 


S C( |/XrW 0 — u°| w + |i?iv^ 0 ' ^°||w)' 


由前节定理 5.2 知， ||/^°- u °| U < CN ^ Wu ^, 当 w 0 e 把 (-1,1). 综合以上分 
析，只要对于椭圆投影的误差 fl / wu 建立必要的估计，将其代入 （5.52) 和 (5.53), 
再对 u N - u = 0 N + ( R n u — u ) 应用三角不等式即可建立近似解与真解 W 之间 
的误差估计式. 


§5.3 对一阶偏微问题的应用 

离维不变环面的计算 

设: TP =侈= ( e 1 , e 2 , ■■■,0 p )： e j & i ?( mod27r )}, 它是一个 p 维环面.考虑定义 
在: P * 上的线性偏微分方程组： 

fj (^) + x] bik ~ 9t(^), 

i=i j k=i (5.54) 

i = ,q, d&T^, 
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其中 fi , bik,gi ： TP~^R 为已知函数，= (^(0),^(6), ■■- , fi ,(0 )) T -. T^W 
为待求未知函数.此模型来源于微分动力系统不变环面的计算 ([62]). 以下，记 
/ = ■•- ，/ p ), b = ( b ik ) qX g , g = ( gi ,92, ■•- , y q ) T , 于是可将 (5-54) 写成 

( m - V)R + b (0 )R = g . 


如果存在正常数 0>0 ,使得 

^fc(0)-i(div/(0))/) fj 中跏 | 2 , 

V ?； eR q , 0e tp, 


(5.55) 


则称方程组 (5.54) 为耗散型. 

定理 5.7 f 59 ! 假定 （5.54) 为耗散盤，则其弱解存在并满足 

11^)11 < (5圳 


这里，若函数 i ^) ei 2 ( TP ， 钯）满足 


(/ • ▽)«) + ((6- div /) J ?, u ) = ( g , v ), 

We H ^ TP ,^), 


(5.57) 


则称 im 为 (5.54) 的弱解. 

令<•，•〉和 M 代表复向量空间 C? 中的内积和相应的模》 ( Cv ) - 1]^, 

i=l 

lei- ( U ) i - 对于函数 R,ve i a (r p ,C»), 定义内积、范数 

(H ， v)= f {R($),v(e))d$, 二 

JTP 

记 ft = (fc!， 知2,…， b)，€ Z,〈fc，0) = fcih + k 2 9 2 + … + k p $ p . 已知函数系 

(2?r)- p / 2 e 坳， 的， keZ p , i = (5.58) 


构成空间 L 2 ( T p X q ) 的一标准正交基.设 

S N = spanltZTr )-^ 2 ^^'^, k 6 Z p , |^| < N } 
和笕子 / V 为从 PCr ' co 到知 的投影算子，则 


P N R(9 ) 二 r(k) e C 9 , 

keZP,\ki\<N 

r ( fe ) =- (2 t )- p / 2 f 

JTP 


(5.59) 




且有 
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|[P^i?|| 2 = |r(fc)| 3 (Parseval 等式） {5,60) 

k^ZP y \k^\<N 

和 

II 丑一 PnR\\i < CN l - a \\R\\ s , ^R€ H s {T^X q Y (5.61) 

为定义 Sat 上的插值算子，用如下均勻网格的节点集 

■ * 3 Tiphp) : Tij e Z(modMj)}j 
27 T 

ft . _T {h\, • • • , hp), hj = , {Mj — 2Nj + 1) 

代替 n 对于函数 r n , v n ：r^a , 定义离散内积和范数 

(Rn, Aift 2 •■•V XI W ⑷)， 

eei^ (5.62) 

H-KjvlU = ( Rn -.^ n )^- 

设 R{9 ) : C ® 是一个连续函数， 它在 S N 上的插值定义为 

InRW = (2 tt )-^ 2 Hk)e iik ' e> e S N , 

k^Zp^KN (5.63) 

7( k ) = (27 r )-^ 2 ( R ($), e if ^) h , 


也就是说’ 

( I n R ){ 9 ) = R { 6 ), VSeT ^. (5.64) 

算子 Jjv 具有逼近 性质： 当 

2 

lift - 1 n R\\i < CiV I - , || Ji || a , VRe (5.65) 

容易看出，这里介绍的投影和插值算子是 55.1 中所讨论的一维情形的自然推 
广. 

偏微分方程组 (5.54) 的谱近似为.求 R h { B ) g Ss , 使得 


((/ - V)i?Ar, Viv ) + (6-Rat, l^v) — (g, Viv ), 
w N e s N . 


(5.66) 


利用投影算子巧 v , (5.66) 又可写成 


Pn(J ■ V)ii^ 4- P^bRif = Pn9- 


(5.67) 
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关于 （5.54) 的拟谱近似的构造会因变分形式的差别有所不同.这里，我们建立 
(5.54) 的如下拟谱近 似：求 R n ( 9 ) e S N , 使得 

^)Rn, — (Rn, if - v)y w ) A ] 

+ ((6 - ^div/)J)i^， = ( g , V N ) h , (5.68) 

VVjv € Sjv . 

因知为有限维函数空间，所以 （5.67) 和 （5.68) 都可以写成线性代数方程组的形 
式，容易求解. 

定理 5.8【 59 ! 假定方程组 (5.54) 满足条件（5.55)，且其解 R { e ) £ H s ( Tp , R ^), 
则此方程组的错与拟谱近似即方程 （5.67) 和 (5.68) 均有惟一解，统一 记为只 ivW)， 
它满足 

Pjv (0)||<^|| sWII (5.69) 

和 

Pjv (0) - ^(»)|| < C ( l 3, g , b ) N - a +1 \\ g \\ s , s >0. (5.70) 

(在拟谱方法情形， （5.69) 和 (5.70) 中的范數 || • || 应改为 || • || h ). 

XM [59] 中给出一个简单算例 ： 

dR dR ■ b 

— cosx— - smy — —— \-bK = sin y, 

dx d V (5.71) 

31,2/ e [0,2?r ]， 


其中 &>0 是一个参数.当 6>1 时， （5.11) 属于耗散型.在情形， （571) 
的解 R ( x , y ) 在 y = 0, 2? r 附近的 y 方向有剧烈变化. 

非线性守恒方程的谱近似 

考虑如下无黏性项的 Buger 方程的周期边值问题， 

—( x , t ) + — ^- u 2 ( a :, t )^ = 0, t > 0, 

^ m dx V 2 / (5.72) 

0) = u(x + 27 r , 0), 

k 

此方程的特性在于其解可能发生强间断（激波解)，通常要讨论它的弱解，即在间断 
线上满足某类间断条件的分片光滑解.另外，此种弱解也是不惟一的.因此，在寻 
求此方程具有物理意义的解（又称物理解或摘解）时，增加一种称为“熵条件”的 
附加要求，粗略的讲就是要求解 U ( x , t ) 在一定意义（“ distribution ") 下满足 




(5.73) 
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第五聿谱与拟谱方法 


当选定有限维空间知（见§5.1)，求解方程 (5.72) 的谱方法就是求 u N (； t )€ S N , 
满足方程 

q 9 /1 \ 

— u N ( x , t ) + — \ - P N u 2 N ( x , t )\ =0, t > 0, (5.74) 

以及初值条件 

u^(x, 0) = Pjy«(a ： 7 0). 

用 Wv 乘 (5.74) 并对$从0到 2 7 T 作积分，可得 

Id f 2ir f 2v d (\ \ 

2 ^ j u %( x , t)dx + J u N ( x , t )-^ J ^ = 0. 

根据 UJ vOM ) 的周期性，上式右端第二项为零，于是有 

/ 2w i*27r 

u ^( a :, t ) da 3= / u ^{ a :,0) da ; < j u 2 ( a ：,0) da :. (5.75) 


由此估计式，存在五 (: c , t )= 也-(: E , t ), 并且是 (5.72) 的一个弱解.但 
是 u ( xA ) 并非满足 (5.73) 的熵解. 

在 [57]( Y . Maday 和 E . Tadmor , 1989} 中，借助黏性消失法的思想建立了求解 
非线性守恒方程 （5.72) 的一种谱和拟谱离散逼近.为表述的方便，引进算子(混 
迭算子)： 

N -f oo 

EE u { k + j (2 N 4-1)) e ikx . (5.76) 

k= — N 3 = -OC 

1 ^ J 

由 §5.1 中公式 (5.14) 可知： I N = Pjv + 〜和 Ijv 分别为％上的投影算子 

和插值算子.如果，令 ijv = fW + aAjv , 则 ijv = Rv 当 a = 0, = Jjv 当 a = 1. 

文献丨57]中对于方程 (5.72) 的半离散返近为 


a 

di 


u N ( x , t ) + 





d 1 

Qn * 


上式右端是附加黏性项，利用 Fmiriei •系数此项可表示为 


-£ ^2 k 2 Q ( k ) u { k , t ) e ikc , 
l*l<JV 

其中 Q ( k ) 如此 选择： 设 m = m ( N ) < ^ 

f 

Q ( k ) = 0, 当 I 叫 < m ; 

^ 0 < Q ( k ) < 1, 当 Tw f | A ;| < 2 m ; 
Q ( fe ) - 1, 当 2 m < | fc | < iV . 


(5.77) 


(5.78) 


(5.79) 
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也就是说，黏性算子 Qw 仅仅作用于 u N { x , t ) 的髙频部分. 
进一步 假设： 

(1) 存在常数 C 使得 


||(i'-Qjv(-))lli 1 < Clogm; (5.80) 

(2) |juAr(-,0)|| L » < ^ \u{kM<C, (5.81) 

| fc |<^ 


则有如下理论分析结果. 

定理5. 9 [叫 对于错 （a = 0) 和拟谱 沁 = 1) 近似 (5.77), 如果其中参数 （ e , m ) 


如此选择1 


…( 和 ㈣ 士猛 ’ 

m = m { N ) ~ CN ^, 0 < /3 < 


则 u N ( x , t ) 几乎处处、有界地收敛到方程 (5.72) 的熵解. 

文献 [57] 未讨论半离散方程 (5.77) 的时间离散化问题，仅建议采用 Runge - 
Kutta 方法计 I ?: (5.77) 的解，给出了无黏性项格式 （5.74) 与带黏性项格式 （5.77) 的 
筇例，对于两种格式的计算结果进行了比较. 


§5.4 离散 Fourier 变换的快速算法 

在前面一节介绍的谱与拟谱方法中，为了计箅近似解必需实现离散数据 
{ Wjv (巧)}^。 _1 (物理向量）与(频谱向量）之间的相互转换.上述转换 
的计算量非常大，每实现一次这样的 转换需 要花费 0( iv 2 ) 次复数乘法运算 . 1965 
年， Cooley 和 Tuk ^ y 提出了一种处理离散 Fourier 变换 (DFTJ 的快速算法，它使 
计算 DFT 的工作量由原来的 0{ N 2 ) 降为 0( iVl O g 2 TV ), 为谱与拟谱方法的推广、 
应用创造了条件.此外， DFT 快速算法还在数字与图像处理 、滤波 技术等领域被 
广泛应用. 

本节首先讨论如下离散 Fourier 变换的计算 问题: 给定实的或复的数列 
要计算 

N-1 

Xj = A k ^ k/N , j = 0 ， l,." ， iV — 1， (5.82) 
fc =0 

称数列为数列 {^ fc } feLo 的离散 Fourier 变换.直接按上述表达式计算 
{ X ^ 1 需做 N 2 次复数乘法 运算. 如果考虑到的周 期性 ： = 1, 
当 J 为 N 的整数倍，并采用一种逐次分半的递推算法，便可使计算的 
工作量大大的降低.下面就来分析和推倒这种算法. 




令 JV = 2™， 将整数 fc 和 j 写成二进制的 形式: 


第五聿谱与拟谱方法 


k = k m -i2 m ~ l + A m _ 2 2 m - 2 + ■ ■ • + * 0l 

3= + j m -22 m ~ 2 + ••• + Jo 

其中 K，jv 为0或1, " = 0，1，… ，m — 1.记 

A k = A ( k m _ i , k m -2> ■■- ,^ o) t 
Xj = X ( j m - i , j m -2, ■ - - , jo ) 

则可将变换 （5.82) 写成 


' ' ' , jo ) 

1 1 1 

~ 〉: 办 m _ l ，壳 m 一2, . . _0)^^， 

fco = 0 fei^O k m —L=Q 

由于故= h 注意到 


— b ' m - i 2 ra " 1 + jm -22 m - ： B +. + .+ j Q )( fe m _ 1 2 m ^ 1 + fc m -22 , ri - a +--+ fe 0 ) 
— 

_ 一 1 产 1 + …十 

t J 0 k m -i2 m -\ j(fe m _ 2 2 w - 2 +-+fco) 
tU) N 




2 +，.,+fc 0 ) 


所以 


其中 


- 3 jo ) 

1 1 / 1 

… 2 I ■^ d - iifcm -2 〆.，M 

ttQ = 0 fern'l = 0 V fcm — 1 = 0 
t ,， i «- 2 2 m - 2 + … + feo ) 

=t - E 

fco=0 k m -2—0 


乂 l ( io , 左饥 -2，，.. ，扣 0) 

1 

知 m — 1 —0 


(5.83) 


(5-84) 
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如此系数 A ^ k ^ r -- M ) 共有# = 个，计算每一 个需要2 次乘法，所以 
计算所有的皋(九，、- 2 , …， fee ) 共需次乘法运算.现在再对 （5.84) 右端的 
^ fcm - 22 m " I + - + fco ) 作分解.注意到 


^ J J.(fcm-22 Tr *- 2 + …十 fc。）— ^(jl2+io)fcm-^ 2 m_3 + 


因此，有 


X ( im-lj jm - 2 ， ■ ■ * ， io ) 

1 11 

… E E ■^■1 (j0» ^m—2i ，灸 0) 

^0 = 0 *!«»-3=0 fc m -2=0 

iW ( ji 2+ j D ) fc m _ 2 2 m - 2 f 4； j ( fe m ^ 3 2 m - 3 +...+ fc 0 ) 

= 二 … ^2 M(jQijl^m-3r rm j^o)w^ fcm " a2 +_“ +fc 。)， 

fco = 0 fc m _3=0 


其中 


^2C?0j Jlj fcm-3i T ' ' ，左 0) 

= E 』 “_ 2 ,..‘ 為 ) ， + 砂一 2 ™— ' 

—2 = 0 


计算所有的 A 2 { joJi , k m . a , ■■- , k 0 ) 同样需要 2™+! 次乘法运算.如此继续下去, 
可得 


Ai(jo f * * - ^ m - 2-ir ^ 1 J fco ) 

= t 4- 山。， … 心九 一， … ，峰七 1+ — 來 -，~ , 

fcm"I=0 

最后，当；= m 时，有 

jl, ■ - • ,im-l) = - - - , jo )- 

于是完成了离散 Fourier 变换的计算.现在计算一下上述递推算法所需的乘法运算 
次数.每步递推，计算一组 Mb , ■■- Ji-u ftm-i-i, •■- ,fco ) 需要 2 m+1 次乘法，-共 
递推 m 步,所以总共需要 m^ 1 次乘法运算.由于 JV =俨，故 m = log 2 iV, 从而上 
述离散 Fourier 变换的快速算法所需的乘法运算次数为 2Nlog 2 JV. 例如，当 m = 10, 
按公式 （5.82) 直接计算，所需的乘法次数为 iV 2 = (2 10 ) 2 = 1048576,即超过了百万 
次， 而若采用快速算法，那么所需的乘法次数仅为 2JVlog 2 iV = 2-2 10 log 2 2 10 = 
20480. 由此可见，快速算法大大地减少了计算量. 


(5.85) 


(5.86) 
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第五章谱与拟谱方法 


由前面推演的公式看到，如果序列{為}在初始是按自然次序排列的，那么变 
换后得到的序列 {&} 将按逆二进制排列.也就是说，若存放在单元 
k m -2, … ， fco ) 中，则在计算完成之后所得结果 Mfcmk -：!，... ，知）出现在单元 
^4(^0! ') 知 m - l ) 之中. 

现在再来说明一下有关 (5.82) 的逆变换的计算.如果在 (5.82) 中已知的是 
需要计货{也广。 1 .将 (5.82) 式两端同乘 一刚 'I = 0,1,--- , N -1, 
然后对 j 求和可得 


JV-l JV-l N-1 

^2 Aj.e— i2ir W = ^ A* ^ ^Kj(k-i)/N 

j =0 k =0 j =0 

N-l JV-l 

=E a l > i2ir(fc_f)/JV ) J '. 

k =0 j =0 


记 g = ^( fc -0/ JV , 注意到 


= 


j =0 


l-q N _ 1 — e i2JT(fc-l) 

1-q = l - e ^{k-i)/N 


N, 当 A : 二 Z, 

i 

O, k ^ l y 


则有 

^2 Xje~ i2 ^ N = NA t 

从而有 

1 祝 - 1 

Ai = nJ 2 ^~ i2wjl/N , l = . N - l , (5.87) 

v j=o 

此即 (5.82) 的逆变换.不难看出，由 { X ^}^ 1 往求的计算与前面的计算 
过程基本一致，因而所需计算量也是一致的. 

下面以 iV = 2 3 为例看看 DFT 的整个计算过程 ■将乂 写成二进制 形式： 


^0'22 2 +^2 + ; 0 ) = (^ 2 ,^,^), 


k — (k 2 2 2 + k\2 + fe 0 ) = (* 2 , A ； i, fco). 


此时 


jk _ , 1 ( j 22 2 + i 1 2+ j 0 ) Cfc 2 2 2 +* i 2+ fc () ) 

W — W N 

=(^*2 2 2 w (ji 2+ j D ) fc ,2 w ( i 2 Z a + ji 2+ j D ) fc D 
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(这里用到= 1)，于是 

1 1 1 

= ^2 ^2 豸(知 2， fci ， fcoV^ fc 

灸 o;D A ； i =0 

-EE 亡 .》)< 222 - 

fco^O fei —0 fca =0 

.( ji 2+ jo )^ i 2 (J 2 2 2 +j1 2+ jo) k 0 

/fto=D \ ki =0 .k2=0 

fji ija ,0 )fci 
W N 

由上式可得如下递推 公式： 

Aoik^k^ko) = A(k 2 ,k lt ko), 

A^kuko) = Mk2M,ko)^ afifi)kl 

k^=0 

=Ao^k^k^J^ + A a (Ukuk 0 )w^ A ' 0 \ 

1 

A2(j a ,ji,ko) = ^i(jo^i- fc o)^ 1Jo,0,fcl 

ki =0 

=^ i ( Jo 3 0 3 A ： o )^ ,0t0) 4 - 
^( io ! j ] iJ 2) = 

fco = D 

= A^joJi^w^ + A 2 (j 0 ,ju l)^ 2j，Jo) 

- X { j 2 , j u j 0 ). 

下面的图表给出 iV = 2 3 情形 DFT 算法的计算流程. 

输入序号 _ A 0 (fc) Ai(fc) A 2 (h) A s {k)X{j) _ 输出序号 

000 A( 0 ) — ^i(O) -y A 2 (0) ^ 3 ( 0 )X( 0 ) 000 

001 ,4(1) Ai{l) A 2 (l) >4 3 ( 1)^(4) 100 

010 A(2) Ai(2) -*■ A 2 (2) -i- A 3 (2)X(2) 010 

0X1 A(3) -> Ai(3) -► ^ 2 (3) -43(3)^(6) 110 

100 ^(4)-> 七⑷ A 2 (4) -> ^(4)X(1) 001 

101 A(6) -i- ^i(5) ^2(5) -> ^(5)X(5) 101 

110 A(6) -► ^ 1 ( 6 ) -f A 2 (t) A 3 (6)X(3) Oil 

111 A(7) -+ Ax(7) ^(7) -+ j4a(7)X{7) 111 



} {jaji Jo)feo 
U N 
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第五章谱与拟谱方法 


注记 ■ 

谱与拟谱方法的高阶精度，即所谓的谱精度，事实上会受到下列因素的制约： 
1) 求解问题中解的奇异性； 2) 非连续函数（数据）谱逝近的低阶 精度； 3) 非线性问 
题中的计算不稳定性.为了克服上述因素造成的不良影响和困难，激励了许多有关 
无振荡多项式插值、正交多项式重构和某些特殊 HUbert ^ 间中通近理论的研究.例 
如，文献 [64] 通过添加非光滑函数到 Fourier 展式中构造出本质上无振荡的谱通近 
方法， 并应用到无黏性 Burgers 方程间断解的计算.关于正交多项式的重构和滤波 
方法亦有许多研究工作（见 [60] 、[64])，其主要目的是增强近似解计筇的稳定性. 
针对间题的奇异性和无界区域问题，利用特定的正交多项式 ( Jacobi , Gegenbauer , 
Hermit 等）与相应的带权 Hilbert 空间，建立可行、有效的谱和拟谱方法’这也是 
人们正在探索、研究的一个重要方向（见 [60] 、 [63]). 




第六章一些非线性发展方程的保结构算法 

动力系统的几何算法诞生于20世纪80年代中期 ([66], [67]). 冯康在 [66] ' [ 67 ] 
中从哈密顿系统相空间的辛几何结构出发提出了辛算法(格式)，并在国内外倡导了 
几何算法的研究.几何算法的指导思想，是计算方法的设计、构造应该在原系统的 
几何结构、框架之下进行，无疑地这是对于构造、评价计算方法的依据和观念上的 
一个重大革新.从这观点出发所建立的格式（离散化方程)，由于它保持着原系统的 
几何结构，基本特征，从而具有继承、保持连续系统解的整体结构和长时间性态行 
为的品质，这往往是许多普通的离散化格式难以达到和具#的显著优点. 

发展型偏微分方程可视为无穷维的动力系统，人们已发现许多物理、力学中的 
重要非线性发展方程同样地具有辛几何结构（或 Lie 群结构)，例如 SchrSdinger 方 
程、 Sine^Gordon 方程， Boussinisq 和 Korteweg de Vries 方程等.在几何算法的思 
想启示下，近十余年来出现了一批关于非线性发展方程的保几何结构算法的研究 
工作（见[67]-[76]),目前已成为发展方程数值方法研究的热点之一. 

本章以几类重要哈密顿型非线性发展方程（文献中称为 “Hamiltonian PDE”) 
介绍如何构造它们的保结构数值方法. §6.1 介绍哈密顿系统、辛空间和辛结构等基 
本概念. §6.2 介绍一维非线性 Schrodinger 方程的一个保结构有限元近似.§6. 3 介 
绍 Sine-Gordon 方程的局部辛形式和多辛算法.§6. 4 介绍 Korteweg de Vries 方程 
的一个哈密顿型的离散近似及其在数值模拟孤立波解中的应用. 


§6.1 哈密顿系统、辛结构 


在经典力学中，含 n 个自由度的，受位势力作用的系统（称保守系统）均可用 
如下形式的一阶常微分方程组 描述： 


dqj dH 

di dpj ' 

d Pj _ dH 
dt dqj’ 



( 6 . 1 ) 


其中 H = Hiqx, ■■- , q n , pi , - ,Pn) 称为哈密顿函数，它代表所描述力学系统的总 
能量，扑 ）=( 奶如 W) 为系统的广义坐标， P ⑷=加(4.‘.，？《(*))为广义 
动量，方程组 (6.1) 称为 n 自由度力学系统的哈密顿形式，数学上称它为 n 自由度 
哈密顿系统. 

描述 n 自由度系统的运动的熟知形式为牛顿形式和拉格朗日变分形式.对于 
保守系统，设势能函数为 V = V(q), 则方程 

m—l (作用力尸)， (6-2) 
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第六章一些非线性发展方程的保结构算法 


为保守系统的牛顿形式.另外，设 i = L(g,g,t)(= 动能-位能）为拉格朗日函数, 
由拉格朗日变分原理，系统的位移 g ⑷使积分泛函 

I{4) = f L{q,q,r)dr 


取极小，根据 


可得 


dl 

dA 


(g + XSq) 


0， ySq 


A=0 


d 9L dl n 
— 1 " 一 — = 0 . 
dt dq dq 


(6.3) 


称此方程为保守系统的拉格朗日形式.哈密顿系统属于描述保守系统的第三种形 
式，其中哈密顿 函数好 = H(q >P )(= 动能+位能)，这种形式更加全面地反映保守 
系统的特性(如对称性),从它出发构造计算方法会带来多方面的益处. 

下面讨论 呤密顿 系统的辛几何结构及其相流的基本特性. 

«自由度_密顿系统 (6.1) 的相空间为 R 2n . 引进双线性形式 


lf n -+R 

r> 






w(^, n) = 5Z(pi Mi ) ⑷ tj), 

i=l 


(6.4) 

其中 







(pi 八 = det 


Vi 


(6.5) 




Vn-^i 




( PiA ? i )( S ^) 代表 ( pi ,9 i ) 平面上由向量佑， & N ) 与 (nuT } n+t ) 作成的平行四边形的 
面积. 显然 ， （Pi Agi ) (匕 7 J ) = -( p * A 奶 )(》?,€) 于是有 


^,r,) = ^(r} ， 0, 处， r? e M 2n , (6.6) 

称偶对（丑 2 '«)为 辛肉量 空间,并称是 H 2n 上的辛结构.设 J 代表如下 
阶分块矩阵 

0 J „ 

阶单位矩阵， （6.7) 

—In 0 

显然，/ 1 ' = _ < /=*^ 1 .利用矩阵丨可将《表示为 

^{ Ln ) = fJv , 处， (6.8) 
R 2n 上的线性算子 s , 如果 

^, ST })=^, V ), Ve ,»7 G R 2 \ (6.9) 
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则称 S 为 辛算子 .由 （6.9) 知，辛结构在辛算子的作用下是不改变的.另外， 
一个可微分映射3 = : A 2 " ->■ R 2 n , 如果它的 Jacobi 矩阵 g * =么 3( 视力开 2 ” 

上的线性兑子）对任意 z 为 R 2n — R 2n 的辛算子，则称 S 为 正则射影 (canonical 
map ). 

令 2(f) = ( qi ( t ), g - 2 { t ), ■■- ，如⑴，; >i ⑷, P2 ⑴,… ，p.„(t)) T ， 则哈密顿系统 （6.4) 可 

写成 

^ = J - V z H t . (6.10) 


给定初值之⑼=/，将方程 （6.10) 以/为初值的解记为名⑴= g ^ iz 0 ). 固定 f > 
0, 鉻 ㈠ 可视为从沪 1 到丑 2 "的映射，且心 (.） e C l ( R 2n ), 称映射族{ 3 ^(0, «>0} 
为系统 （6.10) 的相流.哈密顿动力系统 （6.4) 的一重要几何性质，就是其相流映射 
9 U -) 对任意 i > 0都是从炉"到 i ? 2 n 的正则映射，即 ^ r ,) 是映射=遙 (.） 的 
积分不变量 


gaw = oj{g^, S.i?) g (z) = w(4,i?) z = w. (6.11) 


由此类推，可知 


w A w, a? Au; 八 ay _. AtJ A — - A a; 

n 重 


( 6 . 12 ) 


均为 而㈠的 积分不变量.换言之，映射4(，）不改变超平面 （Pk …， P4, 叫，…， 
q ik ),i<k<n 上的面积，特别地它不改变相空间 i? 2 " 中的体积 （fc = n). 

最后介绍定义在函数类 C\R^) 上的一种运算 {-,•}: Poisson 括号.设 h{z), 
h{z) G ^{R 271 ), z = (9 i , 92 , … ,q n ,Pi,P2 , ■■- , Pn )< 定义 


{/ i ,/ 2 }= S (^ 


9 pi dpi dqi ) 


R 2n -> R . 


(6.13) 


容易验证，运算 {•，•} 满足: 


(i) { h , h } = -{hJih (6.14) 

(ii) {ah + 0 I 2 , I 3 } = a { h , I 3 } + ^{ I 2 , I 3 }, a : 0 eR -, (6.15) 


(iii) {{/l，/。}， 心} + {{^2, ^3}i-fl} + {{-^3i-fl}>-f2} = 0 
(Jacobi 恒等式). 


(6.16) 


此外，任意 J ⑷： ii 2n — 如果满足 


= I ( z ), Vieii, 2 e R 2n , 
则称是系统 （6.1) 的一个积分不变量（又称首次积分). 



120 


第六章一些非线性发展方程的保结构算法 


其中 i = V-lj U t , U xx 表示函数（复值) w (: C , t ) 对相应自变数古和； E 的偏导数， 
WI 2 = 在光纤通信中，方程 (6.17) 描述信息波（光孤子）沿光纤的传播过程， 
o 为色散系数，于此假定它是一个常数.在这节中，我们从此方程的哈密顿形式出 
发，用有限元逼近的方法建立一个可用于计算 NLS 方程孤波解的保结构数值方法. 

首先要建立 NLS 方程 (6.1) 的哈密顿形式.从 §6.1 的讨论看到，一个哈密顿 
系统由3个要素 ( M , H , {■,■}) 构成： M 为系统的相空间（可以是向量空间，也可以 
是某一光滑流形)， H 为哈密顿函数（泛函 》 M 4只,而 {•, } 则是定义在函数集合 
{J ： M ^ ii } 上的一种运算(它满足条件 (6,14 卜 (6.16), 称为 Plosson 括号).相应于 
( M , H , {■,；}) 的哈密顿系统为 

i = { z , H } = J ( z )( VH ) r , (6.18) 

其中 JW 满足 U , G } = ( W ) T ^)( W 7), 因 { J , G } = - { G , I }, 故知 J ( z) T = - J ( z ). 

对于 NLS 方程 (6.17), 设求解区 间为： - L < xSL , 此时相空间 Af 取为复值 
函数空间 

V = { u ( a :) e : v {- L ) = v ( L ) = 0}, (6.19) 

哈密顿函数则为如下积分泛函 

— f ^-\( tu x u x — (« u ) 2 ] da :, Vu € V . (6.20) 

J-L 2 

这里， Poisscm 括号运算定义为 

{ F , G } = S (- Op , VF , G : V ^ R . (6,21) 


定理 6.1 I : R 2n ^R 为哈密顿系统 (6.1) 的积分不变量的充分必要条件 
是 { I , H } = 0 .因= 所以哈密顿函數 H ( z ) 本身就是 （6.1) 的一个积分不 
变量. 

本节内容选自 V . I . Arnold 的专著 ([65]). 

§6.2 非线性 Schrodinger 方程的一个保结构的有限元近似 

薛定谔方程来源于量子力学，是1926年由物理学家 E . Schrodmger 建 立的. 
理论物理学家试图通过求解高维线性薛定谔方程的本征值问题以及依赖于时间的 
演化问题去探索物质的原子、分子结构. 

本节讨论如下形式的一维非线性薛定得方程（简称 NLS 方 程)： 


(6 - 


05 

II 


ua 

b 12 
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计算丑(《，®)关于5的一次变分，求出 


5 H _ 

~Su 


G 


u xx - 


从而得到 U {^ t ) 的演化 方程: 


Su 

It 


={ u , H } 


.5 H 



( 6 . 22 ) 


此即 NLS 方程 （6.17) 的哈密顿形式.可见， NLS 方程实属无穷维哈密顿系统，它 
与 S 6.1 所介绍的有限维哈密顿系统具有同样的几何性质. 

下面讨论 NLS 方程的有限元近似. 

令在 z 轴上作等距分布 节点： 巧=外 ， i = 0, ±1，±2, •.. ，利用三次样 
条函数 


4 >{^)= < 


0 , 

> + 2) 3 ， 

- + 6x 2 — 4 )， 

三 (3a? 3 — 6a; 2 + 4 )， 

b 

- - 2 )' 


^<-2, 

一 2 < x < — 1, 
— 1 < a : < 0, 
0 < a ? < 1, 
l<x<2. 


(6.23) 


0 3 


x > 2 , 


构造函 数族： 

0 j ( x ) = 4> > j = 0,±1,±2, ••- . 

现在，以 { Mx )} 为基函数，按插值法构造 V = Wl ( f - L , L ]) 的一个有限维子空 
间，记为 VV 

方程 （6.22) 的弱形 式为： 求<，*)£厂使得 


i(u t: u) - ^(u x ,v x ) 4- (|«| 2 u,v) = 0, 
Vu € V , t > 0. 


(6.24) 


基于子空间 NLS 方程 (6.17) 的有限元近似为：求 u h (； t ) eV h , 使得 


* (uh,t,v h ) - ^(u hlX ,Vh, x ) + (Iw/vl 2 ^,^) = 0 , 

^v h e v h . 


(6.25) 


注意， （6.24) 和 (6.25) 中的内积 （.，•） 均为复值函数空间中的复内积. 
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设空间％的基函数为 . 并设 


N k 


u h (x,t) ^ ^ 伙糾 唪 j(x), 

j = -^h 


(6.26) 


则 (6.25) 等价于 


農 ㈣ 

+%(*)( 


(^ji ^fc) —Qj(t) (0j,x i ^k,x) 


N h 


at<h 


0, 


(6.27) 


= 0, 士 1, 土 2, • ，， ，土 Nk . 


T 己 (^j t ^ fe ) = f^jki (^ j , x ，命 fc , t ) = ，和 JW " = ( T / ijfc )， 乂 = 经;计舞*，矩阵 

M 和 A 的元素为 


b.fc 


h < 


151/315 


2/3 

3 

— ! c . 

397/1680 


-1/8 

j 二 

士 1, 

1/42 > a jk = 

1 

h ' ^ 

-1/5 

i ^ 

k ±2, 

1/5040 


-1/120 

j = 

k ±3 t 

0 


0 

k 

其余情形， 

t > 0为时间步长， 

t n = 

- Tl 

0,1，2…，芬 


点差分逼近，可得 NLS 方程的如下全离散 格式: 

十< 


At 


( d ， 叫）- 




2 


, Vh ,, 


' W ^\ 2 + K \ 2 K +l + < 


(6.28) 


Vh 


o ， Vv h e v h . 


定理 6.2 


V 2 2 

设{吨}为全离散格式 （ 6 . 28 ) 的解，则有： 
(, K ^ u h ) = i u h ^ u h ) 1 V n > 1 , (质量守恒)； 

H {<) = - ^(|<| 2 <,^) - H { nt ) 

V n > 1, (能量 •守但)， 


(6.29) 

(6.30) 
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证明 首先，在 (6.28) 中取叫= ^ ' 2 + ^并在等式两端取虚部，可得 

(d ，< +1 +<) - ( or 1 ) - 

从而 

«,<)= K ^^ r 1 ) =…= (« w )- 

再在 (6.28) 中取％ = < +1 - K 并在两端取实部，即知 

f (O i((K + 1 l 2 + KI 2 )K 1 + <) ， 

M d )- 0， 

化简之后即知 (6.30) 也成立. 

算例 计算 NLS 方程 

iu t + u xx 4 - luj 2 « - 0 (6.31) 


的下述孤 波解： 

(1) 单孤立波 

(2) 双孤立波 



u ( x , 0) 


⑸ exp(i|) 


+ sech -(o; — 25) exp 


传 4 


(6.32) 


(6.33) 


以上两种情形的计算结果见图 6.1 至64.图 6.1 ， 6.2 是单孤立波的传播，图 
6.3、 6.4 是双孤立波的碰撞过程. 



m *».i m ft.i «部 
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本节内容选自[76]， [76] 同时给出了半离散与全离散近似解的收敛性和误差估 
计的理论分析结果. 


§6.3 Sine-Gordon 方程的多辛算法 

近几年来， J . E . Maraden 等人（[叫， 1999) 提出了将辛几何算法推广到 Hamil ¬ 
tonian P . D . E 的另一途径，称为“多辛算法' 此箅法的建立是基于将 Hamiltonian 
P . D . E 转化为一类局部的辛形式，又称多辛形式 （ multi-symplectic formulafcion ) •本 
节以 Sin ^ Gordon 等非线性波动方程为例，对这类方法作一简单介绍. 

考虑如下形式的一维非线性波动方程 


utt ― u xx + V '{ u ) = 0 , —L <x < L , (6.34) 

其中 V (.) : R ^ R 是某一光滑函数.特例 ‘• V ( zi ) - - cosu , 此时（ 6 . 34 )为 
Sine-Gordon 方程 

— u X3： + sin u = 0. (6.35) 

若引用泛函（哈密顿函数） 


H{u, v) 


- L (^ 2 + ^ 


+ ^( w ) J dXy 


(6.36) 


则可将方程 (6.34) 转化为哈密顿形式 


ut 


v t 


SH 

Sv 1 

= 一 "^ = 一 


(6.37) 




§6.3 Sine-Gordon 方程的多辛钵法 
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此系统相空间的辛结构由下式定义 

ZJ =: f dwAduda:. (6.38) 

J-L 

基于表达形式 （6.36) 〜 (6.38)，可按 §6.2 中的方法建立非线性波动方程 （6.34) 的辛算 
法，即将问题 (6.37) 直接转化为哈密顿型常微分方程组. 

下面着重介绍多辛笕法是如何构造的. 

针对求解非线性波动方程（6.34)，引进新变量 r =叫，^二〜，并定义 

S { Z ) = - { v 2 -«. 2 ) + K ( u ) , Z = ( u , v , w ) T : (6.39) 

则 (6.34) 转化为如下一阶偏微分方程组 

Md t Z + Kd^z = V z S{Z) , Z e R 3 , (6.40) 

其中 



0 

-1 

1 

0 


0 

0 

1 

M = 

1 

0 

0 

, K = 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 


在 [73] 中称形如 (6.40) 的方程组为多辛 形式, 其主要特征是系数矩阵 M 和 K 皆为 
反对称矩阵（允许是奇异的)， 

定义二次形式 u = dvA du (与 (6.38) 所定义的3比较， u ■，属 D 的局部形式), 
则 

Q 

— u ; = dv t A du + dv A dwf , (6,42) 

ot 

其中如和满足变分方程 


dw t = dv , 

dvt — du xx — V / f ( u ) du . 


(6.43) 


将（6,43)代入（6,42)后，得到 


d 

Wt 


u )= — A du + dv A dv 

Q 

— du xx A d« = — (dti x A du). 


令 k = du A dtt ;， 其中 tu = 由 （6.44)， { uj . k ) 满足如下守恒型方程 

du) Qk ^ 

■^ + ^ = 0 - 


(6.44) 


(6.45) 
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沿 ( x , i ) 平面的任意闭合曲线 r 积分上式，可得 

J (ujdx — kM) = 0, (6.46) 

此式准确的表明方程 （6.40) 于其相空间 { u , v , w ) 中的几何特征. 

多辛算法就是通过多辛形式 (6.40) 的离散化来建造计筇格式的，并要求所得 
格式（近似方程）具有类似于 (6.45) 的守恒性质.在波动方程 (6.34) 情形， (6.40) 
的具体（分量）形式为 

d±u — V y 

d x u = w , (6.47) 

dtv — d x w = ^ V '( u ). 

在文献 [74 j 中，对于空间和时间变量分别采用 s 级和 r 级的 Runge - Kutta 方法将 
(6.47) 离散化，并证明：当选用的 Ruange - Kutta 法属干 Gauss - Legendre 型配置法 
时，所建立的离散模型是保持辛结构的，即满足类似于 (6.45) 的离散守恒方程.现 
将离散过程简述如下. 

空间变置离散化 

用节点集 { x k }^ = l 代替空间变量的区间 [~ L t L ], Ax = ^ +1 - « fc ( t ) 代表 
u ( x k , t ) 的近似值.将 (6.47) 的第2, 3 两式写成 


d x u = w , 

d x w = d t v + V '{ u ). 


(6.48) 



其中 （ G ， 为过渡值， a ih bi 是所选 R - K 方法的系数. (6.49) 是方程（ 6 . 48 )在 
* = 叫点的一个半离散 近似. 



.3 Sin & Gordcm 方程的多辛算法 
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再来检验离散方程 (6.49) 是否具有守恒性质.为此，考虑它的变分方程 

dUi — duk + Ax aijdWj , 

户 1 

dWi = dw k + AxJ2 aij (dtdVj + V"d%) ， 

^ 匕 ( 

dwjL+i — dufc + Ax ^2 ~抓〜 3 
i=l 

9 

dw k+1 = dw k + Ax ( d t AV i + V ^ dUi ). 

t=l 

由（6.50)的第3,4两式，有 

duk-^i Adw k+ i 

=(dufc + \ 肌 ) A (柄 + bi(d t dVi + K"df ； i)) 

a 

=duh 八 + du/；. A (汍 dKi + VMR) 

i=l 

a s s 

+Ax^ bidWi A dw k + b i b j dW - A ( d i iV J + V'^j) - 

i=l i=l j=l 

再利用 (6.50) 的第 1, 2 两式，经过整理得到 

a 

dujt-i-i A dw^\ — duk 八 <!叫 + Arr bjdUi A 9cdV^ 

i=i 

a 9 

+Ax 2 ^ — bjdji - biaij)dWi A ( 达 dV} + V^dC/j) , 


(6.50) 


当 R - K 方法{(叫),(~)}选为 Gauss - Legendre 型配置法时，系数 < iijM 满足 

+ bid^j 一 6^6 j ~ 0, <， j = 1，2, • _ • ，3， \ 

此时半离散模型 （6.49) 满足如下守恒方程 


(6.51) 


( diifc+i 八 d 叫 +1 - dx/fe A diu ^) — &,( d . f 7 t A ^ dVi ) Aa : = 0, (6,52) 


显而易见， (6,52) 是前面介绍过的连续型守恒方程 (6.45) 的一个离散形式. 




第六章一些非线性发展方程的保结构算法 


时间变置离散化 

设 At > 0为时间步长，= nAt ,< 代表的近似值.下面在时间区 
间 [ 0, At ] 上进行时间变量的离散化，为表述简单不妨设 k = 0 , 即仅仅写出 x = x 0 
点的公式，其余节点的公式可以类推.在这一步，目的是建立（6. 4 乃中第一个方 
程 二 v 和 (6.49) 中= 1, 2,… ， s 的离散方程和计算公式.为此利用 r 级 
Runge - Kutta 方法 {( S i;j ), ( b ,)}, 建立如下近似方程 



U iiTn u ( ci ^ x , d m At ) , K , m 的意义类似 

< w u ( Ci Ax , d m At ) , wf 1 的意义类似 

a r 

= 〉: ^ij » = 〉: a tnl 

1=1 

dtVi.m ^ 


这里，仍然假定 R - K 格式 {( Sij )，(^)} 为 Gauss - Legendre 配置法，通过类似于 
半离散情形的推演过程，可得到如下离散形式的守恒方程 

A dvj - A dv^) A x 

* =1 r (6,54) 

— bi(du 『 A dw^ — du^ A dv^ 1 ) At = 0 . 

m=X 

综合以上两步近似，求解非线性波动方程（ 6 .34)的 Gauss - Legendre 型 R - K 格 




§6.3 SiribGordon 方程的多辛算法 


式为 

8 

=《+ △工 

1 

a 

w i<m = + Ax^aijd^Wj 

^=1 

a 

= ^o 1 + Ag bid^Ui^ 

i=l 

8 

+ Ax^ 2 bid x W i>TI1 , 

i=l 

r 

U i , m =u9 + AtJ2^r n AU itl> 

i=l 

r 

v iim = vf + At ' Y ^ a ^. idtV ^ i , 

1=0 

r 

uj = u ? + At 53 b m d t U itJn , 

r 

vl=^ + AtY t ^9 t V i 

ilTll 

m=l 

d t Vi, m - d^Wi^ = -V'{U ijrn ). 

算例考虑 Sine - Gordon 方程 # 

dttu — d xx u + sin u = 0, — L < x < L . 


(6.55) 


(6.56) 
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*) 利用变换 = S + t = r 方程 (6.56) 又可写成 = sin u . 这一形 
式方程在将一 Lobachevskii 平面嵌入三维欧氏空间的问题中遇到， 

§6.4 Korteweg de Vries 方程孤立波解的数值模拟方法 


D . J , Korteweg 和 G . de Vries 为描述渠道中流体表面波提出如下形式的非线 
性波动方程（简称 KdV 方 程)： 


du 


-4(“ 2 ) 


d z u 

dx 么 


0. 


(6.60) 


在 1965 年， N . J . Zabusky 和 M . D . Kmskal ™ 根据他们的数值模拟计筧发现 KdV 
方程的孤立波 （ soliton ) 解并得出结论， KdV 方程中的孤立波允许弹性碰撞，这一 
结论激发了系列关于非线性波动方程的新的解析研究（如可积系统、逆散射方法). 
寻找孤立波解的有效数值模拟方法亦成为发展方程数值方法研究中的一个重要课 
题.由于保结构兑法具有良好的保（几何）结构和守恒性质，所以可以期望并已在 
许多数值试验中显示出这种算法用于孤立波的数值模拟是 非常有 效的.本节介绍 
构造 KdV 方程保结构算法的一种 途径： Petrov - Galerkin 有限元近似. 

KdV 方程的哈密顿形式 

考虑方程（6.60> 的周期边界条件问题，即设《卜+ 1,«) = 引进函数空 

间 


= {«( 求 ） e H m (R) : + 1) = ^(x), 

* ~ 0,1, • ■ ■ , m.} 


(6.61) 


和积分 泛函： 


f p m 4 R(m > 1) 

h { u ) = I !{ 


2 


+ u 3 ) dx t 'in G 


(6.62) 


由 

可求出 H 的一次变分 


因此可将 (6.60) 改写为 


dA 


H{u + X5u) 


oysu 


5 u 


= 3« 2 - 


du r SH . d 

J= di 


(6.63) 

{6.64) 


此即 KdV 方程的哈密顿形式， H 为其哈密顿函数.引进 Poisson 括号 运算: 



VF , G : H ^^ R . 


(6.65) 
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对于 （6.64) 的任一解 u 二 u (: M)， 有 

dH(u) f 1 SH du , f 1 SH D 8H ^ n 

- i 二 / ~ -T—O.X — / — rr — -z d.X — 0 . 

J a Su dt J 0 Su dx Su 

可见， 

if( U (ar，i)) = 常数， Vi (能量守 恒). (6.66) 

此外，如果 /(u) : -► ii 满足 

{/,if}=0, (J ⑻与 FT ⑷是 -对合”的） 

则 Au) 也是方程 (6.65) 的守恒量（又称首次积分).事实上， KdV 方程具有无穷多 
个守恒量（见[65])，例如 

/o(u) = f udx^ 7i(u) — f u 2 dx, / 3 (u) — /f(u), • - - . (6.67) 

Jo Jo 

Petrov- Galerkin 有限元近似 

设 0 = X 0 S JTl S … £ ZjV = 1 是区间 J = [0,1] 的一个剖分. i £ Ij — [ Xj - l.Xjjy 
ft = max (xj - 给定整数 r > 2, 引进如下有限维函数空间 

v h = {v e : v\j. e P r (ij), j = 1,2.•• • ,iY}, 
w h = {we Hi ■. e P r+I (/,), j = 

其中 P r (Ij) 代表 t 上所有次数 < T 的多项式集合.不难看出 dimV,, = din,^ = 
{r ~ 1),V. 

利用子空间14和 KdV 方程 （6.60) 的 P-G 有限元近似定 义为： 求映射 
u h (t) :R+^V h 使得 

+ 3(( W ft ) 2 ,^) + (ulw^ x ) = 0, Vw h e W h , (6.68) 

其中 （•，•） 代表 i 2 (/) 中内积. 

下面对于上述 P-G 有限元近似的结构与守恒性质进行一些分析.为此，引进 
如下线性积分货子 G:H^^ H ^+ l , 它由下式定义 

(G/), = (Gf)° = f, V/eH™. (6.69) 

其中 /** 二（/，1) 代表函数/在了 = [0,1] 上的平均值，其实 Gf(x ) 具有如下表达 

式： 1 

(Gf)(x) = f X f(y)dy-f°x +h°- f r f(y)dydx- 
JQ L Jo JO 




根据 G 的定义，成立 


第六章一些非线性发展方程的保结构算法 


{ Gfuh )= { Gh , ( G / 2 ) x ) + /{7 2 °， （6.70) 

( Gf ， f ) = ( f °) 2 . (6.71) 

若令 {v e : 泸 = 0 } 和 Y h = v h n H *, 则有 

( Gfuh )〜( fuGh )， (6.72) 

换句话说， G 是点上的反对称灯子，它是从到的 1-1 映射，并且 G 
的逆算子恰为容易说明半离散方程 (6-68) 为一常微分方程，下面要解释 
的是此方程确实是一\有限维哈密顿系统. 

对任意 d W e v h , 由下式可定义(惟一地）它的二阶离散微商 ( dtn h )( x ) e v ft ： 

{ d ^ x u h , v h ) = Vv h € V k . (6.73) 

因 ( d ^ u h , 1) = 0,知 d ^ u h ev h = V h n 现设/ = n h ( t ) 为方程 (6.68) 的解，因 
^,^ u h ev h , 根据 （ 6 . 69 ) 和 （ 6 . 72 ) 知， U h ( t ) 满足如下等价方程 

(❿?/) - 3((« W ) + = 0， Vi / 1 ev tl . (6.74) 

设 Ph 为从 L 2 ⑺到么的射影筇子，并令 Q = P h G, 则对 任意广 ，/ ev h , 

( G h f h ' g h ) = ( P h Gf \ g h ) = ( Gf h , g h ) = _( f ' G h g h ). (6.75) 

换句话说，是上的一个反对称算子.用变分计算可验证 SH ( u h )/5 u h - 
3 P h ( u h ) 2 - dtn \ 从以上推演发现半离散方程 (6.68) 等价于 

G h { u h ) t = ZP h { u k ) 2 - d ^ u h . (6.76) 

假定 A Vh ^ Vh , Wl Ga 于 & 的限制为 1-1 映射.记 A = Gf S 它也是么上的 
1-1 映射.至此，我们验 证了： P - G 有限元近似即半离散方程 （6.68) 与下述哈密顿 
系统是等价的， 

(« h )t = J h 5 H{uX Jl = - J fl . (6.77) 

下述定理给出了半离散问题的守恒性质. 

定理 6 .3 半典散方程 (6.68) 的解 u h = u h ( t ) 满足如下守恒律： 

⑴ / o (« h (*)) — f u h ( a :, t ) da ; =常數 ， Vt > 0, 

Jq 

(ii) H ( u k ( t ))= f + ( w h ) 3 l dx = 常数， VQ 0. 

Jo l 2 
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证明 因1 e W A ， 在 (6.68) 中令= 1,则有 

^ J u h ( x , t)dx = = ( u <, l ) = 0, 

故 （ i ) 成立. 为证 ⑻， 在 (6.68) 中取 W = Gu ? e Va , 可得 

因 («?)° = (^,1)-0, ( u ^, Gu ^) = 0 和 （ Gu {% = 必由上述方程和 （6.69) 、 (6.72) 
即知 

= A |(( U h ) 3 ) l ) + •(«)} = ()， 

于是， （ ii ) 也得证. 

关于 KdV 方程的 Petrov-Galerkin 有限元近似( 6 .明）是 R . Winther 在 [78](1980) 
中首先提出的，前面关于这一半离散模型的哈密顿几何结构和守恒性质的分析是 
本书著者在文献[70](1991)中给出的.此外，论文 [70] 还给出了半离散近似解按 
L °°{1) 范数的误差估计，并证明当恰当选取初始近似 ^(0), 半离散近似解 u h { x , t ) 
在剖分节点处满足 

—i = l,2,-.- ,iV. (6.78) 

其中 U (； c ，*) 为 KdV 方程的足够光滑的精 确解. 形如 (6.78) 的误差估计被称为“超 
收敛估计”，因为用试探函数空间 Vk (由次数< r 的分段多项式组成）中元素近似 
任给的光滑函数的道近阶一般地仅为 O ( V )， 而 (6-78) 右端关于&的阶与逼近阶 
0( h r ) 比较，高出 r - 2阶. 

算例 计算 KdV 方程 

d 2 

+ (1 + + ~^9xxx = 0 


的孤立波，其初始条件为 


q { x , 0) = q a + asech 2 - 0.5), 


qo — —2 d \/6 atan/iW ， a 二 0,2, d — 10 _2 . 


计算结果见 [70]. 
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微分方程的数值解法的基本思想，是将微分方程的定解问题通过某种途径（差 
分 逍近、 有限元近似、谱逍近等）转化为离散模型，并把离散模型的解当作连续模 
型（原定解问题）的近似解.一个可用（有效）的数值方法应该是用它可以求得问题 
的任意指定精度的近似解，换句话说，它应具有收敛性.此外，在离散模型的求解 
计算中，由于数值的舍入和原始数据不准确，使得实际算出的也不是离散模型的真 
解，而是带有某种扰动顼的模型的解.一个有实用价值的数值方法还应该具有能够 
控（抑）制扰动影响的性能，此即数值方法的稳定性. 

稳定性和收敛性是微分方程数值解法理论研究中最为重要的内容. Courant , 
Friedridis 和 Lewy ([80], 1928) 最早研究了差分法的收敛性，之后 Von Neumann 、 
Richtmyer 、 Kreiss 、 PfiGeHtrcufl 等研究了差分格式的稳定性，在线性差分遥近模型 
情形发现了收敛性与稳定性之间的等价关系，著名的 Lax 定理证明了这一事实. 
上述关于差分方法的理论研究工作已由 R * D . Richtrayer 和 K . W . Morton 在他们 
的专著 ([81], 1967) 中作了系统的归纳、总结. 

近30年来，人们对于非线性离散模型的收敛性与稳定性问题十分关注，探讨 
是否能够在两者之间建立起一般性的关系，其时发现对于非线性模型要建立如同 
Lax 定理那样的等价关系是非常困难的.尽管由于非线性模型的复杂性，一个非 
常恰当的数值分析理论尚需时日才能建立，仍有许多著名数值分析学家（如 H . J . 
Stetter , H . B . Keller , W . G . Strang 和郭本瑜等）对于非线性离散模型的稳定性概 
念进行过深入的探究，提出了 “广义稳定性”概念，并建立了若干保证离散模型近 
似解收敛的充分条件.本章试图对这方面的理论研究成果作一简要的介绍. 

§7.1 线性模型的 Lax 定理 

Lax 定理可谓是差分方法理论中十分完美的结果，它将线性问题差分格式的理 
论分析归结为主要地是对于稳定性的研究，而收敛性则可由稳定性推断出.这个定 
理是在 Banach 空间的框架下建立的，所以它具有充分的概括性和应用方面的广泛 
性. 

设6是一 Banach 空间，其范数记为 IHI. 另外1为石上的线性铧子，其定义 
域为 D ( L ). 考虑如下定解问题 


= Lu ( t ), 0< t<T 
u(0) = u°€B. 


(7.1) 

(7.2) 
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此问题的解为一单参数族 u ( t ) : [0, T \^ BnD ( L ), 它满足条件 ； u (0) = /和 


A^O 


u(t + Ai ) — u ( t ) 
Af 


一 Lv,(t^ 


= 0 , 


(7.3) 


假定2?是空间 S 的如此子集，使得对任意/ € P , 存在惟一函数€氏 
它在 [0, T ] 上一致地满足 (7.3). 于是存在线性算子 E 0 ( t ). 使得当 e 1?时， 
«( i ) = E 0 ( t ) u ° 就是问题 （7.1) 、 (7.2) 的解.如果下面两个条件成立. 

( i ) 在 S 中稠密； 

( ii ) 存在常数 C 。 > 0,使得 | fS 0 ( i )|| < 对所有 t e [0, T ] 则称问题 (7.1) . (7.2) 
为适定的. 

以下总假定问题 (7.1) 、 (7.2) 为适定的.于是根据泛函分析中的扩张定理 (Hahn 
定理）可将 E 0 ( t ) 扩张到全空间氏记为 E ( t ), 并且 ||£{ t )|| - ||£ 0 ( OII - 因此，对任 
意 d e S 均存在 S (0«°, o < f < r , 它被称为问题 （7.1) 、 (7.2) 的广 义解. 显然， 
増 具有性质‘ 

E { s ) E { t ) = E{s + t ), \/0< s , t < T . ( T .4) 

另外，由 （7.3) 可知： 对任意 fe [0, r ] 

|| u(i + At ) — ^ 0，当 0. (7.5) 


对于发展型偏微分方程而言， s 代表定义在某个空间区域 n 上的函数类.抽 
象初值问题 （7.1) 、 (7.2) 可以是纯初值问题，也可以是初边值问题，但此时总假 
定边界条件是线性.齐次的，并且每个 ii ⑴ e s 都满足此种边界条件. 

现在讨论问题 （7.1) 、 (7.2) 的差分逼近. 

设 D G #， a ; = ( x u x 2 , ■■- , x d ). 用 /i = ( h u h 2 ,...， h d ) 代表空间网格剖分的 
步长， t >0 代表时间步长.假定剖分满足 条件： 

T 0, m = 1，2,... , d . 记号代表 u { nr ) 的近似值.考虑如下形式的两层差分 
格式 

A { T ) U n+1 = B { r ) U n (7.6) 


其中 Mr ) 和 B { t ) 是不明显依赖于 t 的线性算子.这里，假定 4( t ) 和 B ( r ) 关于 
r 连续，并且 A ~\ r ) 存在.令 C ( r ) = 4-十)5⑺，则 (7.6) 可改写为 

J 7 n+1 = C { r ) U n . (7.7) 

设以是 （7.1). (7.2) 的解的一个集合，与 W 相应的初值的集合记为％，假定 
%在 S 中稠密.令 

札⑽)= ( C(T :- 7 -厶) K *)， (7.8) 

如果对任一 u ( t ) e Z /, 当 r — 0时 


||^( u ( t )) l | 4 0，关于 * e [ o , r ] —致 


(7.9) 
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则称 （7.6) 对于 (7.1) 的 M 近是 相容的. 

由相容性定义和 （7.3) 推出： 当 r 4 0,对所有《 e [0, T ] 一致地有 


«(* 十 r ) - C(r)u{t) i Q 

T ■ 

(7.10) 

由 （7.7) 知 


U n = 

(7.11) 

如果对任意 u°€B 和固定的 t e [0, T ], 成立 


ri 1 

[ C ( r )] LtJ U° - E(t)U° - > 0, 当 t 0 

(7-12) 

则称差分格式 （7.6) 是 收敛的 .1^1 代表与 1 最接近的整数. 



再来介绍稳定性的定义.假定初值炉有误差 W 0 , 由此引起格式的解有误差 
SU n . 如果存在正常数 t c 和 M , 使得当0 < t S t 0 和0 < n T g T 时，一致地有 


||^"II < M \\ SU °\\ (7.13) 

则称格式 （7.6) 是 关于初值按范数 1| • || 稳定的. 由于格式是线性的 ，故* = 
[ C ( r )]4 C / Q , 从而条件 (7.13) 又可改述为> 存在正常数 M , 使得 

||[C(r)]«||<M, 对一切 0 < r f r 0 , 0 < rrr f T. (7.14) 

下述定理给出了离散格式收敛性与稳定性之间的关系. 

定理 7.1 ( Lax 定理！ 81 ])假定定解问超 (7.1) 是适定的，并且格式 （7.6) 是 
(7.1) 的相容逼近， S 1 】 格式 (7.6) 为收敛的充分与必要条件是此格式是稔定的. 

证明 先证必要性.假定格式 （7.6) 是收敛的，则对任意 e S ， 存在正常数 
M { U °), 使得 

||[ C ( r )] n ^°|| < M ( U °), 对一切0 < t < 了 0 , 0 < m * f r . 

假若不然，则可选取子列 {7!} 和 { u ,}, 使得当 Z 4 00时 

ri -> 0, n , r t ^ G [0, T ], 

但是，队收敛性可知 

j|[c(7 7 )rt/ 0 - J E(^)a°j|->o t 

此与 (7.15) 矛盾，因此断言成立.据此和 Banach 空间的一致有界定理，即知存在 
正常数使得 


||[ C ( r )]"|| < C 1( 对一切0 < t < t 。， 0 < nr f 
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必要性得证. 

再证充分性，即证明稳定性蕴含收敛性- 

先假定 u ( f ) = E(t)U° e 由 (7.10) 可知： 对任意 £ > 0, 存在 t 0 使得当 
0 < T < T 0 时， 

\\[C{r)~E(r)]u(t)\\< £ r. 

若令 

A, = [Cir^U 0 - E(n tTl )U° 

Tlf—l 

= K 7 ⑻ r [ C ⑻- S (- n )] S [( n , - 1 - r ) n ] U °, 

r =0 

则有 

nj—t 

Pill <Ci^£Ti^ Cxsrun < CieT. 

9=^0 

因此，当 D ~^ 0，叫 t ( —>■ i 时， ||^ i || 0. 

假定 * 是 [0, T ] 中的任一值，可取 t ’ = min ( t , n ( rj ). 记 s = t - nm , 由五 ⑷的 
性质 （7.4) 得到 

£(«m) - 五⑷ = 干 [ 五 (|s|) - l]E(t'), 

其中符号“干”由 s 的正负号决定，从而有 


||[£(„^}-£(0]^°||< sup ||£( t )||.||[£(| S |)-7] t /°||. 

0< t<T 

显然上式右端当 * o 时是趋于零的.所以，若 《(*) e w , - m 则 

一般情形，设 U ( t ) 是 （7.1) 的任意解，其初值为 n 因峋在 S 中稠密，故可 
选取序列 t / ( % eWo , 使得当 ./X -> 00时，11^(% - C^ll ~+ 0. 此时，我们有 

[CinT'U^ - E(t)u a = ([c( Ti )r< - 
+[ C ( r i )]" 1 ( C /°- £/(%) -邵)(沪 - %)). 

因 C ^ jGWo , 故当 nm 时，上式右端第一项趋于零，其余两项由算子 [ Ch ) 广 
和五 W 的有界性也是趋于零的，由此证明了格式是收敛的.至此定理证毕. 
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本节所关注的是非线性定解问题的离散模型的收敛性与稳定性问题.目前， 
关于非线性微分方程数值方法的理论研究，主要地还是针对具体（某类）问题和特 
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定数值方法采用能量估计或其他分析工具进行的，由此难以得到具有足够概括性 
和普遍性的结果.然而，正如本章开始所提及的，确有一些工作是在一般框架之下 
对离散遥近的理论问题开展研究的，并取得一些重要结果.本节拟对此作一简单介 

绍. 

设氏和6 2 是两个给定的 Banach 空间，其中范数分别记为|| • lh 和|卜|| 2 . L 
是从艮 到氏 的算子（非线性).考虑如下算子方程 

Lu ^ f . (7.16) 

对于给定/ €氏，假定存在 u e 它满足方程（7.16)，并且在 U 的某个邻域内 

(7.16) 没有其它的解（即 U 为孤立解). 

设 S lh 和 S 2>1 分别是氏和 S 2 的有限维近似空间，是从氐到氏 k 的限 
制算子，〗=1,2.假定》"^为连续算子并满足 


lim || ri ^ u||i || w || i t 对任意 u e Bi , 

h^O 

(7.17) 

lim || r 2h5 || 2 - [| d || 2 , 对任意 e S 2 . 

/ t —>0 

(7.18) 

作为方程 (7-16) 的离散近似，考虑算子方程 


LhUh = fh , 

(7.19) 

其中 A 4 0 2 &是算子 L 的某个近似.令 


Rh (^) = fh - L h ( r lh u ). 

(7.20) 


如果||^(«)|| 2 =0,则称在 w 处离散方程 (7.19) 对于 (7.16) 的 M 近是相容的， 
Rh ( n ) 代表 (7.19) 的逍近(截断)误差. 

再来讨论稳定性的概念和定义.由于 (7.19) 是一个非线性的离散方程，如何恰 
当地定义它的稳定性是一个重要问题. 

首先，仿照前节线性离散模型的稳定性定义（见 （7.13) 式)，对于方程 （7.19) 的 
一种稳定性定 义为： 如果存在正常数 Mo 和知，使得当0 < /I <知时， 

II 4 15 -« l 2， lkf » ^ M Q \\ L h u ( ^ - f7 21) 

, u ^ eB lh ' 

其中 II • kft 和 II • 11^分别是空间氏 ft 和氏&中的某种范数，此时称格式 (7.19) 
为稳定的.另外， W . G . Strang ([82], 1960) 还引进如下“弱稳定性”的定义，存在 
正常数和知，使得当0 < h <知时， 

\\n[ 1] - 4 2) 11^< M^WLhu^ - L h u^h, h , 

V , u ^ eB lh , 9 >0. 


(7.22) 
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由不等式 （7.21) 或 (7.22) 所定义的稳定性或弱稳定性皆表征离散方程 （7.19) 
的解对于方程右端的某种连续依赖性质.同时，我们看到在上述定义中，无论解或 
奔右端的变更、扰动均在或 S 2 Fl 的全空间范围考虑的.这种全局性的稳定性 
质对于非线性模型而言，一般是很难满足的.另一方面，如果把目光集中到计算方 
程 (7.16) 的孤立解 ueB l 上面，则有理由只考虑离散模型 （7.19) 在附近的 
稳定性质.源于上述思想， H . J . Stetter {[83]) 和郭本瑜在1965年前后独立地提出 
了非线性离散方程在孤立解附近的局部稳定性概念，称之为广义稳定性，郭本瑜还 
引进了 “稳定指数”的概念（见 [84]), 曾成功地应用于一些非线性偏微问题离散模 
型的理论分析. 

广义稳定性定义 I 84 ]: 如果存在 N ( u h , h ) > 0 和 M { u h , h ) > 0, 使得对任意 
G B lh ( i = l ，2)， 若 


WLhu^ - < N{u h ,h) (7.23) 

则有 

llW ) - 4 2 )" i > 幺 - （7.24) 

此时，称 在灿处是广义稳定的. 

容易看出，如果4为线性筇子，则当 

N(u h ,h)>N 0 , M(u h ,h) = M a (iV u ， M D 正常数） 

时，由广义稳定性可推出稳定性. 

假定 N{u h ,h) = N{u h )h^, p 为正常数，将使 (7.24) 成立的，出现在条件 （7.23) 
中的最小正常数 p 称为稳定指数，记作 s = infp . 

在一定条件下，有广义稳定性可以推出离散方程解的存在性. 

引理 7.1 板定如下条件 成立， 

( i ) 在中球域 办 V )中有定义并且连续； 

( ii ) 对任意《 ⑴ € Ri{v'-,r),i = 1,2, 若 L k v^ £ 则 

|| w ⑴ —^(2)110 < M\\L h v (1) - L h u (2) || 2 ,h, 

其中 M 为正 常数. 此时在球域 R 2 {L h v r -,r 0 ) 中 Lp 存在，其中 min ( r , ^ . 
定理 T .2 如果下列条件 成立： 

( i ) L h 在球 R^r^r) 中有定义并且 连续； 

( ii ) 4在 r lh u 处是广义稳 定的； 

( iii ) dimB Xh = dimB2h； 

( iv ) \\^h(u)\\2,h < ro(h), 其中 

_ 卜 min (释一 ) ， ’ 
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则离散方程 （ 7.19) 在 r lh u 附近存在惟一解. 

证明 令 v 1 = rihU , t-q = r 0 (A), 利用引理 7 .1 知在球域 中 

存在. 又由假设 （ iv )， 


||/a -'i/ ! (riAu)|| 2l ft < ro(fe), 


从而 he R 2 (L k {r lk u)Mh)), 可见离散方程 (7.19) 有解并且是惟一的. 

下面定理给出由离散方程 (7.19) 所定义近似解为收敛（当网格参数 A — 0) 的 
一个充分条件 ■ 

定理 7.3 (收敛性定理）飯定下列条件成立， 

(i) 当 ft 充分小， (7.19) 有惟一解； 

(ii) 仏在 r lh u 处是广义穗定的； 

( iii ) || i 2 A ( u)|| 2ifc < N(r lh u, h), 并且 

lim M(r lk u, h) lfR k (u)\l 2r h = 0, (7.25) 

则 

Hu,, - r lfc « fc || 1>h = 0. (7.26) 

证明令 u/v = riftu + u h , 则有 

Lh{ri h u) = fk~ Rh(u) 

和 


Lh(rihU + u h ) = A ~ + Rh(u). 

由定理假设 （ ii ) 和 （ m ), 可知 

lluhULft < M ( r lh u , h ) || i 4( w )||2 ,fc -*■ 0 , 当 /i 0 时， 

即定理结论成立. 


§7.3 应用例题 


本节讨论一个非线性偏微分方程的离散模型，用来说明如何应用 §7.2 中的理 
论、方法. 

考虑非线性 Burger 方程的初边值 问题： 

'du du d^U 

rt =%+ 3 , # >0 ， ， 

♦ u{x + 1, i) = (7.27) 

.^,0) = « o (^) (1 周期函数). 
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现在用差分逼近方法来构造问题 （7.27) 的半离散模型（空间变童离散化，时间 
变量保持连续).作 x 轴上区间 [0,1] 的剖分,节点集合为 = jh,j = 0, h ---, N }, 
= l .令 Uj ( t ) 代表 uix ^ t ) 的近似，由周期性有 U j + N ( t ) = Uj ( t ), 对所有丨对 
于定义在 {^}J Q 上的网格函数[/和V,定义内积和范数 

( u , V) h = hJ 2 U j V j , \\ U\\ h = { U , U)l (7.28) 

j=i 

和引用差商记号 

U x = [ U{x + h , t )- U ( x , t )]/ h , 

[ U ( x , t )- U { x ~ h , t )]/ h , 

— [J7 (x + h , t ) - U(x - h , i)] /2ft, 

U ^= [ U{x + h , t )-2 U { x , t ) + U { x ~ h , t )] lh 2 . 

另外，引入记号 

和卜 + 誓， 

其中 a e [0, 1] 是一个可以选择的参数.对于任意网格函数妒,定义 

mW ) i = + ^(1 - a )( VW ) BJ , (729) 

于每一网点％. 


利用以上记号，问题 (7.27) 的一个半离散差分逼近为 

、| ^ + j = lX … ， N, (7 30) 

(Uj(0) = u°(jhh - ,iV, ' 

其中 G#) 是 g ( jh , t ) 的某个近似 ■ 

容易验证 J ( U , U ) 的下列表达式 ■ 

( a = l: UjUsj , 

a = 3 ： 3(^+1 + U 3 + U 3 - l ) U ^, 3 > (7.31) 

CK = 0 :豆 (t/j+l + Uj _ 1) t^E T j * 

下面先讨论格式 (7.30) 的稳定性. ~ 

假定 (7.30) 中的初值和源项受扰动之后为^(0) + ^(0)和巧+ 4,相应的解 
记为 G ⑷ +.6 ⑷，即有 


+ + J(U + U,U + U ) j =( A{U + U) x%j + (G + G)j, 
%⑼ + E/j(0) = u °( jh ) + 5° ⑽， j = , N . 


(7.32) 
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由（7. 32 )和 (7.30) 两式相减，可得 

| ^ + J(U,U)j + J(U,U)j + J(U,U)j = + G jt 

1 um = j = h 2,..., N . 


(7.33) 


将 (7.33) 的两端同乘以 G， 然后再对 j 求和，经过系列估计和计算之后可得（参考 
[86] 中的推导） 

+ 咖)/ （7.34) 


其中 


0, 

e(a) = < 

1， 


当 a = h 

当以奎. 


(7.35) 


估计式右端的常数 C 依赖于 maxl^j), 这里V是格式 (7.30) 的解.由 (7.34) 可得 

j 

出：当 * e [o,T], 


其中 


\\m\\i< 


Cpe ct , 当 Q： : 


Cpe ct / A , 当 a#g,A>0. 


△ = 1 一 Cph ~ 3 { e ct - 1), 


?=1肉 2 


llG(f)|| 2 dt. 


(7.36) 


(7.37) 

(7.38) 


P 是扰动大小的一个度量. 

由 (7.36) 可以看到， 在 a = * 的情形，无论扰动炉，石的大小，格式 (7.30) 
都是稳定的，其时相应的离散算子是广义稳定的，且稳定指数 s = -oo. 再看 
^的情形.由表达式 （7.37) 看出，当时间变 fi* 抵达由下式所确定的有限时刻 

T* 

Cph ~ 3 ( e CT ' -1) = 1, (7.39) 

估计式 (7.36) 右端的值升至无穷大 (blow-up). 因此，为了保证格式在时间区间 [0,T] 
内的稳定性，必需要求 T < T \ 换句话说，要求扰动0，&的大小不超过下述界 
限 

p < h 3 /( e CT -1) C . (7.40) 


此式相当于广义稳定性定义中的限制条件 (7-23), 此种限制条件又称门 g 条件 
{threshold condition). 至此证明了 “当扰动⑺， G 满足 （7.40) 时，解的扰动 6(f) 满 
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足估计式 (7.10)”. 换句话说，离散模型 (7.30) 是广义稳定的，并由 （7.40) 看出其稳 
定指数 s S f 

最后讨论一下格式 (7.30) 的收敛性. 

将格式 (7.30) 表示为 


L h U = f h . 

(7.41) 

设代表在网格节点上与真解 u 取值相同的网格函数， 

并令 t / 二 + & 则有 

L h ( r h u + U ) = f h 

(7.42) 

和 


Lhirhv ) = fh - 

(7.43) 


其中 Rh(u) = A - L h {r h u) 是格式 (7.30) 的截断误差.利用 Taylor 展开，不难证 
明瓜 ㈦ = 0(A 2 ). 

沿用前面关于稳定性的推导、分析，将 (7.42) 视为 (7.43) 的扰动方程， 可知： 
当门搜 [条件 _ 

||^(«)|| <^(^)^, ( 7 . 44 ) 

满足时，便有估计式 

\\U- r h U\\ h = || I /|| h < M ( r fe u )] j J R J!l ( U )||. (7.45) 

已知 \\ Rh ( u )\\ = 0{h% 而稳定指数 s < 2, 所以当 fc 充分小时条件 (7.44) 总是满 
足的.此外，因是真解 u 在网格上的限制，有理由假定 （7.44), (7.45) 中的 
瓦和 M{r h u) 都是关于 h —致有界的，由此证得 

\\U - r fc «||h 0, 当? I -> 0. 

即近似解 t / 按范数 || ‘ Ik 收敛到真解％并由 （7.45) 可得误差估计 

||^ - f h u|U < M(r h u)|| J R h (u)|| = 0(h 2 ). (7.4S) 
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